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l^OBWORT. 



Die Lehre von der Transformation der elliptischen Funk- 
tionen , welche den Yein analytischen Theil dieser Transcen- 
denten mit der Algebra und Zahlentheorie verknüpft ^ ist 
in der neueren Zeit der Ausgangspunkt vieler wichtigen 
y algebraischen Untersuchungen geworden, deren weitere Aus- 
'^ dehnung eine eingehendere Behandlung der Transformations- 
■'.^ und Multiplicationslehre der elliptischen Transcendenten er- 
• frj fordert, als ihr bis jetzt zu Theil geworden ist. Da sich nun 
' ^ dieser Gegenstand in den Lehrbüchern der elliptischen Punk- 
^tionen, deren wir sonst sehr schätzenswerthe besitzen, 
'>^ entweder gar nicht oder nicht eingehend behandelt findet, 
ausserdem auch die in den Specialabhandlungen enthaltenen 
Untersuchungen sich klarer und einfacher durchführen, viele 
Resultate sich theils berichtigen, theils erweitern lassen, so 
habe ich es vorgezogen, statt die Behandlung einzelner Theile 
dieser Theorie zu veröiä'entlichen, die Lehre von der Trans- 
formation, der Multiplication und den Modular- 
gleichungen im Zusammenhange nach Methoden zu bear- 
beiten, die ich bereits meinen Untersuchungen über die Trans- 
formation der AbeFschen Funktionen zu Grunde gelegt und 
als naturgemässe erkannt habe. 

Die Lehre von der Transformatiqn bildet in der vor- 
liegenden Arbeit ein abgeschlossenes Ganze; die Multiplication 
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Vorwort. 

lie Theorie der Modulargleichungen sind bis zur Unter- 
\r derjenigen Integralmoduln geführt worden, welche 
[)mplexe Multiplication zulassen; diese Untersuchung 
jedoch wurde unberührt gelassen, da noch viele und 
jnde Schwierigkeiten in der Durchführung derselben zu 
iden sind. 

e Elemente der Theorie der elliptischen Funktionen 
jh als bekannt voraus, stelle jedoch alle hier benutzten 
mungen und Relationen in einem besonderen Para- 
a zusammen. 

eiföwald, im August 1868. 
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Erster Abschnitt. 

Das allgemeine Transformationsproblem. 



/ 



§ 1. Definition des allgemeinen Transformationsproblems. 
Es ist ein eliiptisches Integral von der Form 

C r dx 

J (x) 

vorgelegt, worin: 

j {x) = -j- j/(i _ x'^fiT'—c^^) 
und r eine rationale Funktion von x bedeutet; man soll dieses 
Integral auf die allgemeinste Weise in ein elliptisches Integral 
mit anderm Modul von der Form 



f' 



verwandeln, worin 



A{'c,) = ±y(i-^i'){i-'c''^^) 



Anmerkung. Ich will gleich am Anfange der vorliegenden Arbeit 
auf die wichtigsten Schriften, welche einzelne Theile aus der Lehre von 
der Transformation, Multiplication und den Modulargleichungen der 
elliptischen Funktionen betreffen, hinweisen, um nicht später bei allen 
einzelnen Resultaten die Autoren namhaft machen zu müssen : 

1) Abel, Oeuvres complfetes, XXV, prdcis d'une the'orie des fonctions 
elliptiques. 

2) Jacobi, fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum. 

3) Sohnke, Journal für reine und angewandte Mathematik von Grelle, 
Band XVI. 

4) Hermite, Journal de math^matiques par Liouville 1853. 

5) Hermite, sur la re'solution de l'dquation du cinquifeme degre. 

Künigsb erg er, Transf. 1 
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2 Erster Absclmitt. 

und F eine rationale Funktion bezeichnet, odi 
Ausdruck: 

+ «j 71 (ar^ , k, «,) + «2 U[x^, k,a^-\ 1- «^ J 

umformen, worin 

rationale Funktionen von o:, und z/, (a:,), 
constante Coefficienten , 

rtf,, «2» •••• "i" 

Parameter der elliptischen Integrale dritter Gattun 
die elliptischen Integrale der drei Gattungen 

It f TTq y TL 

durch die Gleichungen deOnirt sind: 



n{a:„k)==r "^ 



^, (•-<;.) 



während zwischen o: und x^ ein algebraischer 
stattfinden soll. 

§ 2. Reduction des algebraischen Transform 
auf das rationale. 

Die Lösung des eben aufgestellten algebrai 
mationsproblems soll im Folgenden zunächst auf 
einfacheren Frage, welche nur die rationale Tn 
Aufgabe hat, zurückgeführt werden. 

Wenn die Gleichung: 



/zfS=/^(*v^,(^,))rf^. 



w 
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Das allgemeine Transformationsproblem. 3 

durch die irreductible *) algebraische Gleichung zwischen x, Jx, x^ 

f(x,J{x),x,)==0 (2) 

befriedigt werden soll, so ergeben sich durch DifTerenliation aus 
(1) und (2) die beiden nachfolgenden Relationen: 

dxx dx .rtx 

'dx~~ dr ^"^^ 

dxx 
und 

^ = r {L\ 

dx ^J(x).F(xi,Jt{Xi)) ^^ 

also: 

-^/f^^'^C*"^'^*'))-^ (*) = '• • • • (^) 

Da nun 

F(x,,J,{x,)) 

als rationale Funktion von x^ und ^^ (xi) stets in der folgenden 
Form darstellbar ist: 

F (x,, J, (x,)) = P {x,) + (x,) . J, (x,), 
worin P und Q rationale Funktionen bedeuten, so ergicbt sich 
mit Hülfe der Gleichung (5): 

^ r X r dx^ P (a?|) ^n\ 

1 l^lj — Q ^^^^ ^ Ji^^^ ' ^ (Ji^^^^ » • • • U 

dx 

welche Gleichung durch Quadrirung nach x^ rational gemacht, 
die Form haben mag: 

%{x, J[x), x^) = (7) 

Nun hat aber die als irreductibel vorausgesetzte Gleichung (2) 
mit der Gleichung (7) die eine Lösung x^ gemein, es Avcrden 
daher auch sämmtliche ihrer Lösungen Wurzeln der Gleichung 
(7) sein; bestimmt man nunmehr zu jeder dieser Lösungen die 
Grösse ^^ [x^ durch Gleichung (6), so wird jede Wurzel von (2) 



*) Die Voraussetzung der Irreductibilität der Integralgleichung führt 
keine Beschränkung der Allgemeinheit herbei, da wir für alle reducti- 
blen algebraischen Gleichungen zwischen a?, d {x), x^ nur den ihrer 
irreductiblen Faktoren zu betrachten brauchen, zu dessen Lösungen das 
betreffende x^ gehört und dessen Coefficienten rationale Funktionen von 
X und z/ {x) sind. 

1* 
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4 Erster Abschnitt. 

die Gleichung (5), und, da sie (3) genügt, auch (4) befi 
daher für x^ gesetzt, der Gleichung (1) Genüge leisten. 
Bezeichnet man jetzt die Lösungen der Gleichung (2 

•^1 » *^2 * *^3 » • • • • *^n * 

SO wird sich somit das folgende Gleichungssystem ergebe 

J Z§) "" / ^' ^'""' ^' ^'^"^^ ^'' 
oder durch Addition: 

jJ^)=J{F (o:,, ^, (X,)) dx, + Fix^. J, {X,)) dx 

+ F (xn. ^, {x„)) d 
worin die Grössen jd, {x„i) durch die Gleichung (6) beslimi 
Denkt man sich nun auf der rechten Seite dieser Gl 
statt der Funktion F die oben aufgestellte nach algebrais 
rithmischen Theilen und elliptischen Integralen der drei Gs 
entwickelte Form gesetzt, so ist zuerst ersichtlich, dass die 
der algebraischen Theile oder die Summe der u eine r 
Funktion von x und J [x] ist. Denn da jedes der u ein 
nale Funktion von x, und J, [x,), und sich ausserdem 
für jedes der x^ nach Gleichung (6) rational durch x^, ol 
ausdrücken lässt, so wird die Summe aller u eine rationa 
metrische Funktion der Grössen: 



^\ > *^2 » *^3 ' 



sein, sich also mit Hülfe der Gleichung (2) rational durch 
J (x) ausdrücken lassen. Dasselbe gilt von der Summe d( 
rithmischen Theile 

A *^g ^^' 

welche sich in eben solche Grössen verwandeln lassen, 
Coefficienten Constanten und für welche die zu logarithiii 
Funktionen rational aus x und J (x) zusammengesetzt sii 
Was endlich die Summe der elliptischen Integrale ci 
Galtungen betrifft, so wissen wir, dass sie sich abgeseb 
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Das allgemeine Transformationsproblem. 5 

algebraisch - logarithniischen Theilen , welche offenbar wieder ra- 
tionale FunktioDen von x und J (a?) sein werden, durch ein In- 
tegral ersetzen lassen, für welches die obere Gränze sowohl als 
auch die in ihm vorkommende Quadratwurzel rational und sym- , 
metrisch aus 

'^l » 1 1*^1) » *^2 » 1 (•^2/ » • • • • *^« » ^\ sP^nl f 

also auch rational und symmetrisch aus 



zusammengesetzt sind, und sich also auch wieder als rationale 
Funktionen von x und /1 (x) darstellen lassen. 

Wir erhalten somit für das n fache Multiplum des vorgelegten 
Integrales die Form: 

""f^) = "'+^i'log./+ ^;iogt;/+ .... +^/ log./ 
-\-a7t{z,k)+ «0 ;ro (z, k) + cc^ H [z, k, a^) 

4- «2 -^ (^» ^» «2) H + ^fi^ (^» ^» «/*) 

worin 



(8) 



U , V^ , V. 



2» 



Vg, Z, J^ (z) 



rationale Funktionen von x und ^ (x), und 

A^\ A2, ... Ag\ cc, «Q, ofj, of,^ ... of^ 

Constanten sind, von denen die Coefficienten der elliptischen In- 
tegrale a, aQ, a^, a^ ... ccft dius der oben angenommenen alge- 
braischen Transformation in die jetzt daraus hergeleitete rationale 
Transformalion unverändert übergegangen sind. 

Wenn sich also 

r dx 



/: 



durch eine algebraische Transformation in ein anderes ellipti- 
sches Integral 

(a) ...... I F(xi, z^i ioc^))dx^ 

verwandeln lässt, so muss sich auch ein ganzzahliges Multiplum 
des vorgelegten Integrales durch eine rationale Transformation 
in ein elliptisches Integral mit demselben Modul verwandeln lassen, 
welches, wenn es in seine algebraisch-logarithmischen Theile und 
in die elliptischen Normalintegrale der drei Gattungen aufgelöst 
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Erster Abschnitt. 

den algebraisch-logarithmischen Ausdrücke] 
•rmirten Integrale {a) verschieden ist. 
sich jedoch diese rationale Transformatioi 
re Form zurückfuhren. Setzt man nänilicl 
^ {x) statt J{x)*), für welche Suhstitulio 

u in ü\ v,n in F„/, z in z 
»gen, so erhält man: 

= u'+ A{ log v;+ä; log r/H \-A^ \o 

+ «TC [z\ k) + «„ tTq (z', Ar) + «1 J^ (z', ä 

+ «2 -^ (^'' ^' «2) H h ^iu ^ (2', Ä 

nan nun die in dieser Gleichung vorkomm 
Ltionen von x und J [x) durch die folgei 
iire nach x rationalen und irrationalen Tl] 

^W, r,/ = ^m + W-^W, 2: = j + 3'^| 

^{x)y v„i = >om — >om^[x)* 2 = a — s'-^ 

3r Differenz der Gleichungen (8) und (9): 

u' . ^ [x) 



= ^«' log fi^ 



= ^^'log(7Rf+JV.^(^)), 

iV rationale Funktionen von x bedeuten, 
ner die Differenz der elliptischen Integra 
nntlich, wenn man ein beliebiges der dre 

1/; bezeichnet: 

'H>[z) — '^> [z) = '\\) (2,) + V, 

aubt ist, da das Differential der Gleichung (8 

P + . z^ (a?; = 0, 
rationale Funktionen von x sind, die beiden Gl 
/>=0 ö = 



ler 

t. 



P— Öz/(a;)=:0 
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Das allgemeine Transformationsproblem. 



woi'iii 



= (a+S' . ^ (^)) {D — D' . ^ ( 3?)) - U — i'» ^ (a?)) (/> + ^' « -^ (-^O 

oder 

zi=/(a:).^(a:), 

vvenn/*(a;) eine rationale Funktion von x bedeutet, und ^i[z^, wie 
in ähnlicher Weise aus der bekannten Addltionsforniel 

folgt, rational durch x ausdrückbar ist. Die Grösse v stellt wie- 
der eine rationale Funktion von x und A [x) oder den Loga- 
rithmus einer solchen rationalen Funktion dieser Grössen vor. 

Setzt man nun: 

so geht wieder nach bekannten Formein des Additionstheorems 

^ (y) -\- rv 
über, worin w eine algebraisch - logarithmische Grösse bedeutet, 
.während Ji {y) durch die Gleichung bestimmt ist: 

-^x (») = r^^« • ^•- 

Hieraus folgt mit Benutzung der oben für z^ und J^ (cj) als 
Funktionen von x und J (x) gefundenen Formen: 

wenn (p {x) und % {x) rationale Funktionen von x bedeuten. 

Fassen wir das über die Differenz der entsprechenden Aus- 
drucke der Gleichungen (8) und (9) Gesagte zusammen, so ergiebt 

sich durch Subtraction dieser Gleichungen: 

/■» 

^^J :J^ = ^ + ßf ^ (y» ^) + «0 ^0 («/» ^) + ^\ n {y, k, a^) 

-\- cc^n [y, k, «2) + h <^A* ^ (y ' ^' ^^^* 

worin V eine algebraisch-logarithmische Funktion bedeutet, deren 
Glieder, wenn p und q rationale Funktionen von x bezeichnen, 
von der Form: 
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S Erster Abselmitt. 

sind, worin ferner die Constanten 

a, a^, a^, a^, ... or^, 
die in der ursprunglichen algebraischen Transformation 
vorkommenden Coefficienten der elliptischen Integrale 
und endlich die Grössen 

y "Od ^ (^) 

rationale Funktionen von x vorstellen. 

Wir sehen somit, dass, wenn sich das Integral 



f-, 



]^(1 — x^) (1 — ^x^) 

durch eine algebraische Transformation auf ein < 
Integral mit einem andern Modul k zurückfuhren lässt, 
ein ganzzahliges Multiplum dieses Integrales durch eir 
nale Transformation, für welche ausserdem der Qu( 
Irrationalitäten der beiden elliptischen Integrale sich ra(i< 
X ausdrucken lässt, in ein elliptisches Integral mit 
Modul k verwandeln lasst, das sich nur in seinen al; 
iogarithmischen Theilen von dem ersten transformirten 
unterscheidet. 

§ 3. Die rationale Auflösung der Gleichui 

Nach der oben durchgeführten Reduction des alg( 
Transformationsprobiems auf das rationale wird es som 
die Lösung der folgenden Aufgabe ankommen: alle 
Fälle zu fmden, in denen man bei gegebenem c der C 

(1 — y2) (l_^2y2) _^2 (l_^2) (1 _e'^^2) 

genügen kann, wenn y und p rationale Funktionen von 
eine zu bestimmende Constante sein soll. 
Setzt man zur Lösung dieser Aufgabe 

U 

worin ü und F ganze Funktionen von x bedeuten, d 
gemeinsamen Theiler haben, so geht die Gleichung (] 
p dem Quotienten zweier ganzen Funktionen von x 

B 
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Das allgemeiue Transformatioiisproblem. 9 

v\rd, über in: 

1/2) (p2__/,2^2) = J2 pA {l—x"') (1 — C2a:2). 

ie leicht zu sehen in Ä^ V^ enthalten ist *) / so 
^enn 

^2 . F^ = ^2 , 2)2 

die Gleichung: 

- ü^) ( V^—k'^ ü'^) = (1 — x^) (1 — c'^x^) D^ 

I ( v—k TT) ( V-\-k ü) = (1—0:2) (1— c2a;2) i)'^ (H) 

I 
V—U, V-{-ü, V—kU, V-^-kU 

•elativ prira sind, die doppelten Faktoren von D in 
)r der linken Seite enthalten sein müssen. Wenn 
>e 

V + l ü, 

Constante bedeutet, einen linearen Faktor mfach 
d 



F + ^ J^ und 



dx 



dx dx dx dx 

linearen Faktor (m — l)fach theilbar, und daher 
>or von 

y dU_ _ Tj dV 
dx dx 



U 
irch Differentiation: 

y dU_ _ j. dV 
j dx dx , 

^y = v%-^ ^^ 



f) (1 - k^y'^) = I /(l -x') (1 - c'x?] , 



(1 — x^) (1 - c2 a;2) 
Faktor in x doppelt enthält, 
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Erster Abschnitt. 



ydV__jjdy_ 
dy dx dx t 

B 



la 

J i> in 

it, die Gleichung: 



^-* 



dx dx 



dy dx 



K(l - y^) (1 - k^y') K(i - a-«} (1 ~ 6-2 

q eine ganze Funklion von x bedeutet. 

^ir wollen nunmehr zeigen, dass sich diesi 
auf eine Conslante reducirt und untersche 
weisen, wenn wir den Grad der Funktion 
mit n bezeichnen, die drei Fälle: 

m "^ n, m <C n , m = n. 
> n. 

bezeichnet r den Grad von i>, so ist nach Gl 
4m = 4 -f- 2r oder r = 2m — 2, 
aber wird der Grad s der Grösse q oder de 

dx dx 



D 

die Gleichung gegeben sein: 

s = m -\' n — 1 — r = n — m -\- \ 
er n <i m und q eine ganze Funktion vo 

SS 

s = n — m -{- 1 = 

q eine Constante sein, und es wird zwiscli 
^ und V die Relation stattfinden 

m = ?i -\- 1, 
> m. 

n diesem Falle liefert die Gleichung (11) die 
4w = 4 -f- 2r oder r = 2n — 2 
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Das allgemeine Transformationsproblem. 11 

und der Grad von q ist somit bestimmt durch 

s =1 m -\- n — 1 — r = m — w + l, 

woraus wieder, da w < «, ersichtlich ist, dass die Funktion q 
eine Constante, und die Beziehung statthat: 

n== m -\- 1, 
III. m = w. 

Dann ist, wenn h eine positive ganze Zahl < m bezeicimel, 
die wir völlig unbestimmt lassen*): 

4w — Ä = 4 + 2r oder r =; 2w — 2 — — 

und alsdann der Grad von q, wie man sich leicht durch etwas 
genauere Entwickelung des Ausdruckes 

dx dx 



überzeugt: 



= 2m — h—l~r=l—~ 



also q, als ganze Funktion von x, wiederum eine Constante. 

Es ist somit gezeigt, dass wenn y eine rationale Funktion 
von X ist, so beschaffen, da3s der Gleichung 

(1 — y2) (1 _ A:2 y2) = p2 (1 _ ^2) (1 _ ^2 ^2) 

genügt wird, in der p eine rationale Funktion von x bedeutet, 
eben diese rationale Funktion y auch stets die Dififerentiai- 
gleichung 

. ^y- ^ - . (13) 



KcT-y«) Cl - A;« y") K(l - x^) (l -c« x«) 

befriedigt, in der a eine Constante ist. 

Umgekehrt wird aber auch jede rationale Transformation, 
welche der Differentialgleichung (13) genügt, eine Gleichung von 
der Form (10) erfüllen; denn, wenn für eine rationale Funktion 
y von X die Beziehung gilt: 



"*) Ist Ä = 0, so ergiebt sich 

4»i = 4 + 2r oder r = 2ot — 2 
nnd 

Ä = 2»i — 2 — r = 0. 
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Erster Absclmitt. DaB allgemeine Traiisformationsproblem 

rd, da -£- wieder eine rationale Funktion von x ist, 

(1 — y2) (1 ^ tc^t/) = pi (1 — ;r2) (1 _ c'^x^) 



lan hat sich somit nur auf die Aufsuchung aller rati 
gen der Differentialgleichung 

dx a dy 

schränken; wie man sodann, wenn alle diese Transl 
gefunden sind, den vorgelegten Ausdruck 

r dx 



f 



n elliptisches Integral mit dem Modul k'^ reducirt, v 
)äter, wenn wir die Transformation der elliptischen 
zweiter und dritter Gattung behandelt haben werden, 
en. 
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Zweiter Abschnitt. 



Zusammenstellung der für die nachfolgende Transfor- 
onstheorie nothwendigen Beziehungen aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen. 

Bevor ich auf die weitere Behandlung des Transformations- 
ems eingehe, will ich die noth wendigsten Formeln aus der 
rie der elliptischen Transcendenten , die in der folgenden 
'suchung zur Anwendung kommen, kurz zusammenstellen: 
Setzt man: 

J K(l - o;») (l - c« x^) J Vit- .r^) (1 - c^ ^•^) ^ ^ 

[leßnirt mit Einführung des Moduls 

^ = ¥ (2) 

' - Function folgendermassen : 

^ [V, r)=y^ ^"(2^ + tr) ni^ (3) 

r= — CX)...4-CX) 

rd diese, wenn p und q ganze Zahlen bedeuten, der Glei- 
l genügen: 

^ (v + p + qr,T} = e-?(2«' + gT)Ä» ^ (^^ ^) ^ (4) 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung der Convergenz 
'9'- Funktion ist die, dass der reelle Theil von 



wesentlich positive Grösse ist; jede unendliche Reihe, die 
Hngt convergent ist und der Gleichung (4) genügt, ist nur 
i einen constanten Faktor von der ^-Funktion verschieden. 
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Zweiter Abschnitt, 
in ferner*) 

»T)7r»^ (i; + 5 T, t) mit-^ (t 

leter der «^^ Funktion genani 
inktion die drei charakteristi 

-|- m) = {v: s) 
m; S) = €''""*' d' {v; s) 
n X; s) = (»-'•(2»' + »»)*« ^ (i 

ize Zahlen bedeuten. 

* mit Einführung der Bezei 



bestimmt: 





"»x 


1 



1 = 


— 1 


;.=2 


-1 




1 
1 


A=3 









7t C 

c 



q = e"^' = e 
i die folgenden Reihen dars 
s2v7t-]-2 q^cos4.v7t — 2q^c 
— 2gV4sin3r7c + 2^'V4sinf 
1 4- 2q */-» cos ^vn-\-2(j """/^ cos 
i2v'Jt-\- 2q^ cos 4?' 71 + 2^"^ cos 
als grade oder ungrade Fun 



ihrung der •0'- Argumente ui 
m, wenn p und q beliebige 

iden Bezeichnungen rUliron zni 
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Relationen ans der Theorie tler elliptischen Funktionen. 15 



(9) 



die Zahlen oder — 1, w^ (He Zahlen oder 1 bedeuten, die 
Relationen: 

in,, n,. 

e ' i * d' (v, r)v , . 

worin w^ und n^ durch die Congruenzen bestimmt sind: 

niv^ mx -\- rrifj^ (mod 2) riy ^nx-\- n^ (mod 2) , 
und diese Gleichungen liefern somit die folgende Transformations 
tabeile für die Vermehrung des v um ganze und halbe Perioden 



SubSt. 


*0 


«■, 


Ö-, 


*3 


Exponentialgrösse 


3 

m-\-nx 


(-l)X 


(-1)"+"*. 


(-l)""»» 


^a 


— «(2t'+«T);ri 





*3 


(-D-^V, 


(-irv. 


(-«)"*„ 


• 


2 


(-l)"l*, 


(-ir".-^„ 


(-1)""», 


*2 


>g-(«4-i)(2/.'+(w4-i)r)7ri 


1 

>«-i+(»-H)T 


»t 


(-irv. 


(-i)"^",-»« 


(-lA*. 



(10) 



Endlich füg« ich nocli die folgenden später zu iienutzcnden 
Addiüotisformeln der 9- Funktionen hinzu: 

^i *3 * {« + ")] ^ (« - »)o = ■» (m), ^ («)o ^ W2 •» (t»)3 

+ & («)j ^ («)j 9 [v], & {v\ 
%, ^j ^ (« + v)^ & {u — v), = & («)„ & («), ^ (t.)„ a {v), 

— » («)l ^ («)3 ^ (^)l ^ W3 
^0 ^3 ^ (« + '')3 ^ (« — ")o = ^ («)« * («)3 ■» Wo ■» (*')3 

- ^ («), ^ (m)2 ^ (t;), & (v), 

V ^ (« + «')o ^ (« - f)« = ^ («)o* * («')o' - ^ («).' ^ (f),' 

V ^ (« + t>), ^ (« - r), = ^ («),* ^ (t;),^ - O (u)o2 ^(f),2 

V ^ (« + ")2 ■» (« — t-lj = ■» («),' •» (e^)«- — » Ws' ^ («'),' 

V » (" + «')3 ^ (« - t')ä-= » («)3^ 9 W«* - ^(M),2^(t;),'^. 
Ist nun die Gleichung: 



(11) 



J K(l-a.*)(l 



) (1 — r« a^2) 
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•Zweiter Abschnitt. Relationen uns der Theorie d. ellipt. Fnnktionen. 

)en, so sind, wenn 



u 
2C 



li wird, die obere Gränze des Integrales, sowie die beiden 
e der unter dem Integral vorkommenden Irrationalität durch 
usdrücke darstellbar: 

yr^^^ = dn[u,c)^V7,.ll'^'^l . . (12) 

iie Integralmoduln durch die Nuliwerlhe der 0- Funktionen 
idermassen bestimmt: 

Bndlich sind noch die biquadratische Wurzel aus dem Integral- 
1 und die aus dessen complementärem Modul als eindeutige 
lionen von r durch die Ausdrucke gegeben: 

,/o KT (1 + q') (1 + 9* ) (1 + gV ■ . ■ 

-^^•^«'•(l + ^)(l + ^3)(l + j5) .... 
-./2.yq{{l+q^){l-\-g*)il+q^)...y{l-g](l-y^)(l-q'-)... 
_ (l-q){l- g«) (1 - g») . ■ . . 
(1 + 9) (1 + q') {1 + q').... 



c» + c,« = 1 
;t wird. 
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Dritter Abschnitt. 

Die nothwendigen Transfonnations- 
bedingimgen. 



§ 5. Aufsuchung der nothwendigen Transformationsbe- 
dingungen für den Fall, dass sich y, ^1 — y^ }/l — k'^ y^ 
rational duxch. oc,j/l — a:^, /l — c^ x'^ ausdrüoken lassen. 

Nachdem im ersten Abschnilte das allgemeine algebraische 
Transformationsproblem auf die Behandlung der rationalen Integrale 
der Differentialgleichung 

dx tt dy /1 . 

zurückgeführt worden, soll es nunmehr zuerst unsere Aufgabe 
sein, die nothwendigen Bedingungen für die Lösbarkeit des 
folgenden Problems aufzustellen: es ist das System von Dififerenlial- 
gleicbungen : 

^^ ^.. /o^ ^^ 



,, = = du (2), "gy .^^^ du (3) 

vorgelegt, es sollen k und a auf die allgemeinste Weise so be- 
stimmt werden, dass die drei elliptischen Funktionen der Glei- 
chung (3) sich rational durch die der Gleichung (2) ausdrucken 
lassen. *) 



•) Die Untersuchung des Falles, in dem nur y, also nur die eine 
elliptische Funktion des einen Integrales rational durch die entsprechende 
elliptische Funktion x des andern Integrales ausdrückbar ist, wird am 
Schlüsse der Transformationstheorie durchgeführt werden. 
Königsberger, Transf. 2 
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18 Dritter Abschnitt. 

Wenn 



.9 

rational durch 



sn (ti, c), CM (w, c), rfn (ti, c) 

ausgedrückt werden sollen, so ist es notbwendig, dass bei einer 
Veränderung des u um die Perioden des Integrales der Gleichung 

(2) auch - sich um Summen von ganzen Vielfachen der Perioden 

des Integrales von (3) ändert, dass also, da die Perioden durch 
die Ausdrücke: 

1 



[c=A r __ ^ 4i7r =4 r "^ 



J K(l - y^) (1 - k^y^) J y(l - y') d - Ar^*) 

1 

gegeben sind, die Gleichungen statthaben: 



woraus, wenn man 

iC iK' 



K -^ 



setzt, folgt: 



= "T ' . oder t = ° " • ... (5). 



T j , y,yM^.^ ^ - 



Definirt man ferner die Argumente v und v durch die 
Gleichungen: 

u = 2Cv, ~-=2AV, (6) 

so ergiebt sich: 





c 


oder nach (4): 






^' = K + «lO ^ = 7, 


wenn man 






öo^i — ö,6„ = « 






(7) 
(8) 
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Die noth wendigen Transformationsbedingungen. 19 

setzt, worin «, wie sich später zeigen wird, eine für die Trans- 
formation charakteristische Zahl bedeutet. 

§ 6. Zurückführung auf den Fall der Transformation, 
in welchem dem x = auch y = entspricht. 

Wir wollen nunmehr zeigen, dass wir uns nur mit den Fällen 
der rationalen Transformation zu beschäftigen brauchen, für welche 
dem o: = der Werth y = zugehört, indem aus einer jeden 
solchen Transformation unmittelbar eine andere hergeleitet werden 
kann, welche denselben Periodenrelationen genügt, und für welche 
dem o: = ein beliebig gegebener Werth des y, der mit rj be- 
zeichnet werden mag, entspricht, und umgekehrt. 

Hat man nämlich die Gleichung 

f '- — - = . / ^- ^ 

J y(l-a:^){l - c«a:«) J ]/{! - y'^) (1 - k^ y^) 

ü ü 

welche irgend eine zu (4) gehörige Periodengleichung erfüllt, in 
der Weise befriedigt,*) dass sich die drei elliptischen Funktionen 
in y rational durch die in x ausdrücken lassen, so wird man 
nur der Gleichung 

r M = / __ _ ^y 

J hl - y') (1 - Ä^ y') J K(i -V) (1 - Ä« y«) 

rj 

zu genügen brauchen, um das vorgelegte Integral in x durch 
eine rationale Transformation in ein elliptisches Integral erster 
Gattung in y mit demselben Integralmodul k und demselben Mul- 
tiplicator a zu verwandeln, für welches dem x = der Werth 
y = 7] entspricht. Denn werden die Seiten dieser Gleichung mit 
TV bezeichnet, so ergiebt sich: 

y = sn [wy k) y = sn [tv -\- s, k),- 
wenn 



I 



dr, 



U 

gesetzt wird, und da nach dem Additionslheorem : 



*) Es wird später g-ezeigt werden , dass dies für ein positives ganzes 
n stets möglich ist. 

2* 
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20 Dritter Abschnitt. 

c», U, -1_ c JA — ^^ (""' ^^ ^" (^'*) ^" (**) + *" {f,k) cn{w,k)dn{w,k) 
sn \W -^ B, K) — ^ _ Jt«;,n«(f/;,Ä)«w«(f,"it) 

und 

sn [s, h) =ri 
ist, so erhält man 

und ähnliche Ausdri^cke für 

/l — y\ Vl — k''y\ 
so dass, da der Voraussetzung nach 



y\ /l - y\ j/l - kW' 
sich als rationale Funktionen von 

X, ]/l — a:^ /l — c2 rr- 
darstellen lassen, auch der Gleichung 

f ^- — ==n f ^y 

J y{l - x^) (1 - <^x^) J ^(1 - y«) (1 - k^y^) 

m der Weise genügt werden kann, dass die drei zur rechten 
Seite dieser Gleichung gehörigen elliptischen Funktionen als ratio- 
nale Funktionen der durch die linke Seite derselben definirten 
dargestellt werden können, wobei dem Werthe cc = der Werth 
y = rj entspricht; ebenso folgt umgekehrt, dass jeder rationalen 
Transformation zwischen t/ und a: auch eine rationale Transformation 
zwischen y' und x entspricht, in der x = 0, y = zusammen- 
gehörige Werthe sind. 

Lässt sich somit nachweisen, dass jedem Systeme der Zahlen 

«0» ^1» ^0» ^1» 

für welches n eine positive ganze Zahl ist, auch wirklich eine 
rationale Transformation entspricht, für welche die unteren Gränzen 
der in einander zu transformirenden Integrale Null sind, so wird 
sich nach der oben gemachten Auseinandersetzung auch das vor- 
gelegte integral stets in ein Integral mit demselben trans- 
formirten Integralmodul und demselben MuUipiicator verwandeln 
lassen, für welches der unteren Gränze des gegebenen Inte- 
grales eine beliebige untere Gränze des transformirten Integrales 
entspricht. 
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Die nothwendigen Transformationsbedingungen. 21 

§ 7. Bedingungsgleichungen für die transformirte 
'9' -Funktion, 

Nachdem die für die rationale Transformation nothwendigen 
Bedingungsgieichungen gefunden und die Untersuchung auf den 
Fall beschränkt worden, in dem x = y = entsprechende 
Werthe sind, wird es unsere Aufgabe sein, nachzuweisen, dass 
jene Bedingungen auch die hinreichenden, und zwar dass sich 
das Produkt einer in v quadratischen Exponentiaigrösse in 
die •©'-Funktion mit dem Argumente v und dem Modul r, die 
wir das transformirte & nennen, ganz und homogen durch die 
•9" - Funktionen des vorgelegten Integrales mit dem Argumente v 
und dem Modul r ausdrucken lässt, welche Untersuchung den 
Gegenstand der nächsten Abschnitte bilden wird. Ich will an 
dieser Stelle zwei för das transformirte '9* charakteristische Be- 
dingungsgleichungen aufsteilen, die wir der späteren Untersuchung 
zu Grunde legen. 

Setzen wir nämlich mit Her mite: 

J2 („), = e'*('^+"'"') "'"'*(«', r'h. . . . (1) 
so erfüllt diese J7- Funktion, wie man leicht mit Hülfe der im 
§ 4 angegebenen Hülfsformeln flndet*), die beiden folgenden Glei- 
chungen : 

n(v-\- i]i = (- i)««''x+''.'«i+«o«. n („)_j 

n{v-\- r)i = (- i)*«''i+*.'"i+«uft. «-"'■"(2''+^) JTW, 

oder 

n(. + r), = (-i)<'e-'''"('^"+^)nwJ' 

wenn 

• m = «0 '^^ + «1 ^^ + «0 «1 1 . . . . /3) 

q = ^0 «i + *i ^^ + K^if 
gesetzt wird. 



(2) 



*) da, wenn v um 1 zunimmt, das Argument v um 

flo + «1 ^\ 
und wenn v um t wachst, v um 

(«0 + fliT?')^ = *o + *i^' 
vermehrt wird. 
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22 Dritter Abschnitt. Die nothwend. Transformationsbedingungen. 

§ 8. Die Transformationszahl n muss eine ganze 
positive sein. 

Für die Zahl n, von der wir nach der Gleichung: 
a^^b^ — a^h^^ = n 
nur wissen, dass sie eine ganze Zahl ist, lässt sich aus der Be- 
dingung für die Convergenz der transformirten '9'- Funktion un- 
mittelbar erkennen, dass sie eine positive ganze Zahl sein muss. 

Da nämlich nach («leichung (5) des § 5 





i flj T — Äj 


oder wenn 




gesetzt wird: 


r = < + <, ,• 


'^' __{-K + a^t)i- 


- Ofl'i r<— b„-\- a^t)i- a„ 



i («1 < — ^) + öl 'i i («1 1 — f^iY + «I* h^ 

SO wird das Zeichen des reellen Theiles von \ von dem Aus- 

i 

drucke abhängen: 
— % ty [a^ t — h^)-{- a^ t^ («0 < — 6o) = t^ («(,6, — «, b^) = n t^. 
Da nun aber die nothwendige und hinreichende Bedingung der 
Convergenz der transformirten ^-Funktion nach §4 die ist, dass 

der reelle Theil von \ wesentlich positiv ist, und t^ als reeller 

Theil derselben Grösse für die -O-- Funktion des vorgelegten inte- 
grales eine wesentUch positive Grösse bedeutet, so verlangt die 
Convergenz der transformirten O -Funktion, dass n eine positive 
ganze Zahl ist. 
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Vierter Abschnitt, 

Die lineare Transformation. 



§ 9. Die Fundamentalgleichungen für die lineare 
Transformation. 

Nach der durch den Ausdruck 

«0 ^1 — «1 &o 
definirteu Zahl n soll von nun an die zugehörige Transformation, 
deren Existenz später nachgewiesen wird, eine Transformation 
vom wten Grade genannt werden, und wir wollen zuerst, da wir 
die jetzt herzuleitenden Resultate für die allgemeine Transformations- 
theorie brauchen, den einfachsten Fall, in dem « = 1 ist, also 
die Transformation ersten Grades oder die lineare Transformation 
behandeln. 

Für n=l gehen die Relationen zwischen den '9'- Moduln 
und Argumenten nach § 5 über hi: 



a^i '\- Ol T* «I T — i| 



(1) 



V 



(«0 + «, t') i;. • • • • (2) 



6, — crj r 

während a,,, «j, b^), b^ der Gleichung genügen: 

«0 ^1 — «1 ^0 = 1 (3). 

Ferner gelten für die durch die Gleichung 

J7(^;), = /^(«o + «*^>*^'^(^;^rM ... .(4) 
deßnirte /7- Funktion die Reziehungen: 

n{v + i)x = (- 1)'^ n {v)x 

j7(. + T), = (-i)S-'^(^"+;)iz(.), 



(5) 
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24 Vierter Abschnitt, 

wenn 

gesetzt wird, woraus unmittelbar erhellt, dass sich die 17-Funktion, 
die als transformirt^es d^ sich in eine stets convergirende Reihe 
entwickeln lässt, nur durch einen constanten Faktor von einer 
'&- Funktion mit dem Argumente v und dem Modul t unterscheidet, 
deren Index l^ durch die Congruenzen 

m;ii ^ q (mod. 2) m^^m (mod. 2) 
bestimmt ist. 

Wir erhalten somit die folgende für die lineare Transformation 
geltende Fundamentalgleichung: 

n{v)i=C .^'(v,r)x^ 
oder 

e'"^"»+'''^'^""''0(t,'.r'), = C.^(«,r),,. . . (7) 
wenn mi^, nx^ durch die Congruenzen definirt sind: 

^H = hnx + b,mx + h,hA ^ 

nx^ = «0 »2 + Oj m;i + «0 «1 J 
Was die Bestimmung der Constanten C betrifft, so ist es für die 
Lösung des algebraischen Transformationsproblems nicht erfor- 
derlich, ihren Werth als Funktion des gegebenen '^-Moduls und 
der Transformationszahlen zu entwickeln; da sie jedoch in der 
Theorie der unendlich vielen verschiedenen Formen der ^-Funktion 
> eine wichtige Rolle spielt, so will ich an dieser Stelle ihren 
Werth in der zuerst von Her mite*) aufgestellten Form angeben: 

C^S^je'^^^ 'f : y- ia, («„ + «, r\ 

Ü 

wenn: 

gesetzt wird, worin auch dem Ausdrucke: 



die folgende Form gegeben werden kann: 

I. für grade a^ = 2«|3, worin ß ungrade ist 

*) Journal de math^matiques par Liouville 1853. 
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Die lineare Transformation. 



25 



1) wenn a grade 

°- "^"W". (-t)'^' -^^ 

2) wenn a ungrade 

II. für ungrade a^, 
wenn zwei ganze Zahlen m und n durch die Gleichung 

üq = m«! — 8w 
bestimmt werden, 

worin ( — ^Y ( — j die bekannten Zeichen aus der Theorie der 
quadratischen Reste bedeuten. 



§ 10. Beduction der linearen Transformation auf sechs 
Normalfälle und deren Behandlung. 
Es ist aus den Gleichungen (8) ersichtlich, dass für zwei 
Systeme von Werthen der Transformationszahlen a^, a^, b^, ftj, 
weiche nach dem Modul 2 einander congruent sind, demselben 
Index X der transformirten 'S* -Funktion auch wieder derselbe Index 
X^ des ursprunglichen d^ entspricht, dass somit die aus diesen ^' 
Relationen sich ergebenden algebraischen Transformationen der 
Integrale wesentlich dieselben sein werden. Wir wollen daher 
die gesammte Zahl der linearen Transformationen in 6 Klassen 
theilen, je nachdem die Transformationszahlen a^, a^, b^, b^, 
welche der Gleichung 



«0*1 



«1 6o = 1 



genügen, grade oder ungrade Zahlen sind, und die nach der fol- 
genden Tabelle: 



(mod. 2) 



1. 


1 








1 


n. 





1 


1 





III. 


1 1 


1 





1 


IV. 


X 


1 


1 





V. 


1 





1 


1 


VI. 





1 


1 


1 
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26 Vierter Abschnitt. 

geordneten Transtorniationsfalle einzeln behandeln. Es soll jedoch 
nur einer dieser (5 Fälle der linearen Transformation an dieser 
Stelle durchgeführt werden» um zu zeigen, wie die Gleichungen 
unter den «d*- Funktionen zu entwickeln und der Uebcrgang zu 
den algebraischen Relationen zwischen den oberen Gränzen der 
Integrale sowie zu den Integrahnoduln zu bewerkstelligen sei; 
ich gebe sodann eine vollständige Zusammenstellung air der für 
die übrigen Fälle nach derselben Methode hergeleiteten Resultate. 
I. a^^~l, «, E:-5 0, b^TEiO, ^i EZ 1 (niod. 2). 
Setzt man in Gleichung (8) 

mx = Wji = 0, 
so ergiebt sich 

mii =0 nx^= 0, 

und man erhält somit die folgende Transformationsgleichung: 

(a) . . ^ V 0-1^ I y 1 ,e'(v,T).^ = C.^{v,r)^, 
worin nach den Gleichungen (1) und (2) 

/ Oq — flu T ' / . /v 

"^ = a^z-b,' ^ "" ("^o + "^i "") ''• 
Macht man in dieser Gleichung für v die Substitution 



wofür y' den Werth 




V - 


2 2 



annimmt, so folgt aus der im zweiten Abschnitte aufgestellten 
Transformationstabelle der 0^- Funktionen für die Substitution von 
halben Perioden: 



"i 



^'(2v'--^'r')7rt t7i:(«y4-flit')ö,(t;-4)2 



oder wenn man die Relationen zwischen / und t, v und v 
benutzt: 

welche Gleichung, da für ein ungrades «q und ein grades «j die 

Beziehung besteht: 

— }«oa, Tri — ifl^jti {a^a^Tii 

t — e , 

in die folgende: 
übergeht. 
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Die lineare Transformation. 27 

Wendet man in ähnlicher Weise auf Gleichung (a) für v der 
Reihe nach die Substitutionen 

^ + I' ^ - i + I 
an, so erhält man: 

Aus der Division der Gleichungen (y) und (a) , sowie (|3) und 
(a) ergehen sich für die NuUwerthe der Argumente v und v die 
Beziehungen : 

ITT 0-0*0 

oder mit Benutzung der Gleichungen (13) des § 4: 

inaobQ 

j/k = e ^~. /c. 

Durch Division der Gleichungen (6) und (ß) erhält man ferner: 

» iv\ Ot = ^- T («0*0 + 2flo - 2) ^ (i>, T)t 

ebenso aus (y) und (ß) und aus (a) und [ß): 

^ {v\ ^')2 ^^ g— -^ K<^o + «oßi) ^(v^ 'g)2 

-a- (ü', t')o • -ö" (w, t)o 

oder mit Benutzung der Gleichungen (12) des § 4: 

^1 — Flp = /l — c^ ^2 
Für den einfachsten zu dieser Klasse gehörigen Fall: 
«0 == 1, «1 = 0, ^0 = ö, ftj = 1 
lauten somit die Transformationsformeln: 

y = x, yV — y^^ j/1 — x\ j/i — Ä:2 y2 = ^1 __ ^^ ^2^ 
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28 Vierter Abschnitt. 

liefern also dann nur die Transformation auf ein idenlisches 
Integral. 

Ich füge nunmehr die in derselben Weise hergeleiteten Re- 
sultate der übrigen 5 Fälle hinzu: 
H. «0 ^ ö» «i ^ 1 , 6y — 1, 6, r- (mod. 2). 

.''^ ('^ + "^ "'^ ^* '%(.', 0, = C . O (., r), 

woraus sich: 

j/^ ^ ^— T K «1 + «0 6o + fli 6, - - 2öo öi^ ^ ^- 
ergiebt. 

Für den einfachsten Fall, in dem 

«0 = 0, a, = — 1, ^0 = 1» ^1 = 

ist, erhält man: 






oder wenn . 

dx 

,, - - . = du 

gesetzt wird: 
5n(tM, c,) = f ^«(w,r), cw(iM,C|) = sc{u,c),dn(^u,c^) == — p^- 
in, ^0 = 1, «1 = 1, 6o = Ö' 6, = 1 (mod. 2). 

Jn («0 + «t O a, v^ ^ ^^.^ ^.^^ ^-'-^ ^c.^{v, r), 
e*" ('^ + «. O «. »' ^ („'^ ^^)^ = ^-4- . c . ^ (^, ^)^ 
e'" ("» + "' ^'^ "' "' « {v. t\ = C.»{v. t)3 
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Die lineare Transformation. 29 

woraus: 

Für den einfachsten Fall, in dem 

ö^ = l, 01 = 1, ^0 = ^' 6i = 1 

ergiebt sich: 



y = cx, ]/l — y^ = j/l — c^x\ 
j/l — k'^y^ = /l _ x^ 
oder auch: 

sn ( cu, ~ \=c.sn (m, c), c« / cm, — \=dn (w, c), e/n | cm, — j = c« (m, c). 



IV. a„ = l, öj = 1, 6o=l' ^ =Ö («n««^- 2). 

i 7t [Oq -f- a* T ) a, v^ a. / f '\ r 



f n («„ + «. z) «. »' ^ ^^,^ ^,j^ _ ^- 4— c ^ (^^ ,)^ 
^. » K + «, X) «. »« ^ (»', /)o = «^^ C . ^ (.. t)3 

.•« K + «,r') «,.» ^ ^^,^ ^,^^ _ -'f («„*„-«.«,+2«o-2) ^ ^ (^^ ^j^^ 



e 
woraus : 



^Ä = «~^ /|-, ;/*; = eT («' + *o) "0 . _L . 

Für den einfachsten Fall, in welchem t 

a<j = 1 , «1 = — 1 , 6o = 1 ' ^1=0, 

T = — ^, t; == — = (1 — T ) t?, 

erhält man: 



yi — k^y-"^ 



n^ 
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30 Vierter Abschnitt, 

oder 

c / fln{tu,c) \ ^ / dn{tu,c) 

, / tc, \ cn (iu, c) 

\ c 1 dn [lu, c) 

V. a<j = 1 , ö, — 0, 6o ^ 1 ' ^1 1 {^^^' 2). 

.' " ^''^ + ''^ ">' ^' O (,/, 4, = C. O (., t)o 

^f TT («0 + //, O «, V^ ^ ^^.^ ^,j^ _ ^'"2''' ^ ^ ^ ^^^^ ^^^ 

e' "" ("« + '^ '^ '^ '" ^ (v\ z\ = e^^^ C.^ (., T)2 
woraus: 






1 
e " 



Für den einfachsten Fall, in dem 

fl^ = 1 , ö| == 0, 6„ = 1 , 6j = 1, 

t' = T — 1 , V == V, 
ergiebt sich: 

oder: 

cn (m, c) 



/ r \ *7i Cm, c) / c \ 

y ' ic^J ^ dn{u,c) \^ icij 



dn (c* U, .^ I = -. 7 r 

\^ 1 ir,y dn (m, c) 



VI. «0 = 0, «1 = 1, 6o = 1, 6i ^ 1 (mod. 2). 

e' '^ (''^ + ^'^ "') "* "' O (.', r\ = i'^^ C . O (. , r)„ 

^^^ ^— 4- («0 *o + «I *i — «0 «1 — 2flo — 2^0 + 4) ^ ^ /^ ^\ 
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Die lineare Transformation. 31 

woraus 

Für den einfacbsten Fall, in dem 

«0 == ö, a, = 1 , 0^ = — 1 , &, = 1, 



ergiebl sich: 



, 1 f V , 

T = . — , V = - = T 

1 ^ — T 1 — T 






oder 

sn 



yi-kw-y^ 



(1 \ . sn (m, r;) / . 1 \ dn (u^ c) 
1 C. U, -] = tC. , 7 r, rw ( I C. M, I = ) , 

J« ( « r. t/ , — I = — , ^ • 

V *'i / ^" (" » ^) 

Es ist aus den obigen Resultaten unmittelbar zu erseben, 
dass die 6 Noi^maltransformationen ersten Grades sieb sämmtlicb 
durch successive Anwendung der zM'eiten und dritten dieser 
Transformationen herleiten lassen oder durch Anwendung der 
Transformationen, welche den Integralmodul in den complemen- 
tären und reciproken verwandeln. Daher sind die Fälle II. und III. 
die fundamentalen für die Transformation erster Ordnung. 

§ 11. Werthbestimmung von f^k für die lineare Trans- 
formation. 

Nachdem aus den oben aufgestellten Transformationsformeln 
unmittelbar die Werthe von j/k für sämmtliche Transformationen 
ersten Grades abgeleitet worden, wird es sich darum handeln, 
dieselbe Aufgabe für die als eindeutige Funktionen von r durch 
die Ausdrücke: 

defmirten Grössen j/k und j/k^ zu lösen. 
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32 Vierter Abschnitt. 

Wir wollen zuerst die Werthe von j/k und p^k^ für die in 
der oben (§ 10) aufgestellten linearen Transformationstabelle mil 
11. und y. bezeichneten Fälle bestimmen und alsdann die anaiogeo 
Resultate für all' die andern Fälle aus diesen beiden Werthen her- 
leiten. 

Für den letzten dieser beiden Fälle (und zwar in der ein- 
fachsten Form) ist nach den Formeln des § 10: 

und daher: 

wobei es nur auf die Bestimmung des Vorzeichens ankomme/? 

wird. Zu dem Ende lassen wir, da diese Gleichungen für jedes \ 

stattfmden müssen, c unendlich klein werden, in welchem Falle 

1 

n 



c=oj ni-x^){i- 



c«a7«) 



,.C'==lim f- j- ^" — 



oder vermöge der Substitution 

" X = 



VlT^ci^ X* 






- X 


wird, also 

q = e <^ 




sich der Null unendlich nähert. 




Da nun 

t' = t^1, 
also 

, 7t it — 7t i 
q = e = e . q, 





oo 



so wird auch q' verschwinden, und es werden sich somit in die- 
sem Falle, wie aus dem oben angegebenen unendlichen Produkt- 
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Die lineare Transformation. 33 

ausdrucke hervorgeht, i/; (r) sowohl als auch tp (t) der positiven 
Einheit nähern; wir erhalten daher die Relation: 

Ferner ergiebt sich: 

fli 

lim g) (r — 1) = }/¥. e ^. lim q *, 
lim ^ = ^2". Um ^*, 



daher: 






und man erhält somit die beiden Beziehungen: 

Für den Fall II der linearen Transformationstabelle des § 10 
gelten nach den dort aufgestellten Beziehungen die Gleichungen: 

g> (-i)= ± ^ W, ^ (-1) = ± 9^ W- 

Lässt man nunmehr wieder den Modul c sich der Null unendlich 
nähern, wodurch 

lim ^ = lim ^ c = o 

lim ^' = lim g ^ = 1 
wird, so liefern die Produktausdrücke die Gleichungen: 

= /2-. lim .- f^' . lim | i;+<?// + Ci?< ^-} . 

= ^^ • "■" {(1+ J'Hii''?ui'^? •'."}«• = 1' 
lim 1/; (t) = 1, 
und da nach bekannten Formeln*): 



♦) Jacobi, fimdamenta etc. § 36 Gl. (4) und (5). 
König'sberg'er, Trans 1". 
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34 Tiefte r AbsehniU. 

also: 

f 1 + 9 * ^+9* l + qU...Y^_k]j__ 
ll + 9).l-\-9' .1+9 J-f 8J7.7 / 

ist, uod wegen 

die Grösse ^k für Terschwindende c die Eiobeil zur Gräoze hat, 
so erhält man: 

^ ( ii + 9'::^ + 9-):i + 9^)- ] _ _l 

1(1 + 9) a + 9^ -1 + 9'' J,=i ? 2^ ' 
und es nähero sidi daher 

9 ( I und ^ (t) 

der positiven Einheit. Es besteht somit für jedes t die Relation: 

woraus, wenn für t gesetzt wird : 

hervorgeht. 

Aus den eben gefundenen vier Relationen: 

leitet man nunmehr, wenn 

Oq, «1, Öq, bi 
vier Zahlen bedeuten, welche der Gleichung 

genfigen, durch unmittelbare Zusammensetzung die folgenden nach 
der linearen Transformationstabelle des § 10 geordneten Be- 
ziehungen ab: 

L a^^ ^1, a^ ^ 0, bf^^O, ftj ^ 1 (mod. 2), 
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Die lineare Transformation. 35 

II. ÜQ = 0, «1 = 1, 6o = 1' ^^1 = (mod. 2), 

III. «0 = 1» «1 = 1» *o = P' ^1 = 1 (mod. 2), 

^\ait — bj qp(T) 9(t) l^Oo/ 

IV. flo = 1' «i = 1' ^0=1' ^ = (mod. 2), 

V. «0 = 1, fli = 0, ^0 = 1' ^ = 1 ('"od- 2), 

VI. «0 = ö» «1 = 1» ^0 = 1' ^1 = 1 (raod. 2), 



3* 
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Fünfter Abschnitt. 

Eintheilung der rationalen Transformationen 
desselben Grades. 



§ 12. ZusammensiteUung der Transformationszahlen 
nach Klassen. 

Bevor wir zum Beweise des sclion oben erwälinten Salzes 
übergeben, dass für jedes ganzzahlige positive n auch wirklich 
eine rationale Transformation von der Art existirt, dass sich das 
Produkt aus einer in v quadratischen Exponentialgrösse und dem 
transformirten •& ganz und homogen durch die O- Funktionen des 
vorgelegten elliptischen Integrales ausdrucken lasse, wollen wir 
erst die unendlich vielen*] Transformalionszahlen, welche einem 
bestimmten n entsprechen ; nach Klassen ordnen, die jetzt näher 
defmirt werden sollen. 

Denkt man sich ein bestimmtes System von Transformalions- 
zahlen 

«0' «1» ^0» *i 

zum Grade, n gehörig und die daraus resultirenden neuen Perio- 
den des transformirten elliptischen Integrales wieder durch ein 
System von Zahlen 

«^0» <^l' ß^* ß\y 

*) Dass zu einem gegebenen n in der That unendlich viele Trans- 
formationszahlen gehören, geht daraus hervor, dass man für üq und a^ 
nur Zahlen zu nehmen braucht, deren grösster gemeinsamer _Theiler 
ein Divisor von n ist, und dann die Gleichung 

«0 ft| -— «1 ho = n 
nach />o und 6, auflöst. 
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Eintheilung der rationalen Transformationen desselben Grades. 37 

welches zum Grade v gehört, transformirt, so bestehen, wenn 
wir die Perioden des ursprünglichen Integrales mit w, co\ die 
des ersten transformirten mit co^, Oj', die des zweiten transfor- 
mirten mit 0)2* (»2' bezeichnen, die folgenden Beziehungen: 

CO = ÖQ €Dj -j- ^1 ®l' '^l = '^O **'2 "f" ^i ^2 

a = ft^) wj + b^ Wj' w/ = ßQ(02 + ß^ »2', 
während die Transformationszahlen den Gleichungen genügen: 

Aus den beiden Gleichungssystemen folgt: 

^ = («0 ^0 + «1 ßo) ^2 + («0 «1 + «1 ßi) ^i 

I 

eine Periodenrelation, für welche die Determinante der Trans- 
formationszahlen 

'(«0 «0 + «1 ^0) (*o ^\ + ^j ^1) — K «1 + «1 l^i) (^0 «0 + ^1 l^o) 

= («0 ^1 — «i ^0) K ^i — «1 ^0) = '^ • ^ 

ist; wir können uns somit das neue Periodensystem unmittelbar 
aus dem vorgelegten durch eine Transformation des nv^«" Grades 
entstanden denken und schliessen hieraus, dass, wenn man zuerst 
eine Transformation des «^«" Grades auf ein vorgelegtes Perioden- 
system anwendet und sodann auf dieses neue eine Transformation 
des ersten Grades, die aus der Zusammensetzung beider resulti- 
rende Transformation wiederum vom n*®" Grade ist. 

Sei nun ein bestimmtes System von Transformationszahlen 
gegeben, welches zum w*«" Grade gehört, so sollen alle diejenigen 
Systeme, welche durch Anw^endung sämmtlicher linearen Trans- 
formalionen aus diesem entstehen, mit dem ersten zu einer 
Klasse gehören; die Anzahl der in einer Klasse liegenden Zahlen- 
systeme ist offenbar unendlich gross. Fasst man eine nicht in 
dieser Klasse liegende Transformation n^«° Grades auf, so bildet 
diese mit den durch alle linearen Transformationen aus dieser 
hergeleiteten eine zweite Klasse, u. s. w. Es sind somit sämmt- 
liche zu einer bestimmten Zahl n gehörige Transformationszahlen 
in Klassen eingetheilt, deren Anzahl, wie wir sehen werden, 
eine, endliche ist. 
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38 Fünfter Abschnitt. 

§ 13. Bepräsentanten der einseinen Klassen. 

Es ist bekannt *) , dass in jeder Klasse solcher Zahlensysterad 
stets ein und nur ein System existirt, für welches a^ = O und 
< fto < ^1 ist, welches somit die Form hat: 

«0 =^ ^» «1 = 0, Öq == 5. ^1 = ^. 
wenn i ein positiver Theiler von n, ^' = y, J eine ganze Zahl 

aus der Reihe 

0, 1, 2, ... <'~1 
ist. 

Nennt man nunmehr alle Systeme von Transformationszahlen, 
welche zu einer Klasse gehören, sowie alle zu eben diesen Sy- 
stemen gehörigen Transformationen selbst, einander äquivalenC 
so wird man zum Repräsentanten einer jeden Klasse unter ein- 
ander äquivalenter Transformationen, wenn man das System der 
zugehörigen Zahlen in das Schema 

bringt, eine Transformalion von der Form 

<«' i; " 

wählen können, worin t ein Divisor von n, { = ~ und | eine 
der Zahlen 0, 1, 2,.../' — 1 bedeutet. Da nun offenbar grade 
so viel Klassen existiren, als (a) mögliche Formen annehmen 
kann, weil 

^ . /' — I . = «, 

und nur ein solches System in einer Klasse liegt, so giebt es so 
viel nicht äquivalente Transformationsklassen vom Grade n, als 
die Summe der Divisoren von n beträgt, 1 und n mit eingerech- 
net. Setzt man also 

worin a, h, c, ... verschiedene Primzahlen bedeuten, so ist die 
Anzahl der nicht äquivalenten Klassen für die Transformation 
ö*«" Grades 



*) Eisenstein, über Formen dritten Grades mit drei Variablen, 
Grelle Band 28. 
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a — l'b — l'c—i'""* 
daher, wenn n keine quadratischen Faktoren enthält: 

(« + l)(6+l)(c + l).... 
oder wenn n = p eine Primzahl ist: 

/>+!.' 
Wir wollen nun diese durch (a) dargestellten Repräsentanten 
der nicht äquivalenten Klassen für gradzahlige n beibehalten, 
führen jedoch für uogradzahlige n andere mit Hülfe linearer 
Transformationen aus den obigen hergeleitete Repräsentanten ein, 
die sich für die Darstellung der allgemeirfe,n Transformations- 
ausdrücke sowie in der Theorie der Modulargleichungen als be- 
sonders brauchbar erweisen werden. 

Sei nämlich 

\t Ol 

der frühere Repräsentant einer zum unpaaren Grade n gehörigen 
Klasse, so wenden wir auf diesen die lineare Substitution 

1 Ol 
m 1 ! 

an, worin m eine noch näher zu bestimmende ganze Zahl be- 
deutet, und erhalten für die aus diesen beiden zusammengesetzte 
Transformation die folgende: 

0| 

§ + m( r : 

Da sich nun die Grösse m stets so bestimmen lässt, dass 
§ + mt' 
eine* durch 16 theilbare Zahl wird, weil /' als Divisor der un- 
paaren Zahl n mit 16 keinen gemeinsamen Theiler hat *) , - und 
sich ausserdem, wenn 

I + m^' = 16 r 
gesetzt wird, nur ein ganzzahliges positives und ein ganzzah- 



*) Dass diese Bestimmung für ein gradzahliges n nicht immer möglich 
ist, geht daraus hervor, dass auch t für gewisse Repräsentanten eine 
grade Zahl sein wird, während | ungrade sein kann. 
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Fünfter Abschnitt. 



li^es negatives ^' finden lässt, dessen absoluter Wertli kleiner 
als { ist, so entspricht somit jedem der früheren Repräsentanten, 
je nachdem man für |' nur positive oder nur negative Zahlen 
wählt, in jeder Klasse nur Qin neues System von Transfor- 
mationszahlen. Statt jedes der früheren Repräsentanten finden 
wir also jetzt für ungradzahlige n einen neuen von der Form 

/ ! 

16 r i \ 

worin i wie früher einen jeden positiven Theiler von n vorstellt, 
i = ^ ist, lind dem $' der Reihe nach die Werthe 

0, 1, 2, ... r'— 1 
oder 

0,-1, -2,... -(<'-!) 
heizulegen sind.*) 

Ist also n eine ungrade Primzahl, so werden die von mir 
gewählten «+ 1 Repräsentanten jetzt folgendermassen lauten: 



1 

1 




n 




oder 


1 




n 





1 

1.16. 







1 
12.16 







,1 



1 


' n 





(»— 1).16 n 





1 


1 


1 1 " 





(n 1).16 n 


i io 


1 



1 . 

— 1.16 n —2.16 n\ 

Für die Lösung des allgemeinen Transformationsproblems wird 
es nur nöthig sein, diejenigen Transformationen zu entwickeln, 
deren Transformationszahlen durch die Repräsentanten der nicht 
äquivalenten Klassen bestimmt sind, indem jede andere zu dem- 
selben Grade gehörige durch eine lineare Transformation aus 
einem dieser Repräsentanten, also mit Hülfe der oben im § 10 
entwickelten Formeln hergeleitet werden kann. 

Ich will noch schliesslich bemerken, dass, wenn der Grad n 
der Transformation quadratische Theiler hat, unter den Reprä- 
sentanten der nicht äquivalenten Klassen Transformationen niedri- 
geren Grades mit der Multiplication der elliptischen Funktionen 



"^ Es ist hierbei iw. beachten, dass bei der Wahl der neuen Re- 
präsentanten für dasselbe t und i' die Reihenfolge der Klassen, wenn 
dem I' die Werthe 0, +1, +2, • • • i (*' — beigelegt werden, eine 
andere geworden als vorher, wo dem | dieselben Werthe gegeben 
wurden. 
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verbunden vorkommen. Denn sei « = p^ . r, so wird man sich 
die durch das Schema ^ 

p 

p r 

dargestellte Transformation aus der successiven Anwendung der 
beiden Transformationen : 

1 



p 
P 
gebe nun die 




entstanden denken können; gebe nun die Transformation r^"^" 
Grades den Modul r und das Argument v\ dann wird die zweite 
hierauf angewandte Transformation 

p 

p 

nach den Formeln (5) und (7) des § 5, wenn t^ und v^ die neuen 
transformirten Werlhe des Moduls und des Argumentes bedeuten, 
die Ausdrucke liefern 

Tj = Z, V^ = pV, 

d.h. die zweite Transformation wird eine ^-Funktion mitpfachem 
Argument und demselben Modul, wie die erste, also die noch später 
zu betrachtende Multipiication ergeben, von welcher wir sehen 
werden, dass die «Ö"- Funktion mit pfachem Argument eine homo- 
gene ganze Funktion vom p^*^" Grade der ursprunglichen '9^-Funk- 
tionen ist. — Ist der Grad der Transformation .ein Quadrat =p^, 
dann liefert einer der Repräsentanten der nicht äquivalenten 
Klassen, 'nämlich: ^ 

PI 
die Multiplicaliuii selbst. 
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Sechster Abschnitt. 

Die transformirte *- Funktion als ganze 
homogene Funktion der nrsprfingliclien 
»-Funktionen. 



§ 14. Transformatioxisfonnel der il- Funktion for die 
Vermehrung des Argumentes um halbe Perioden. 

Zur Darstellung der im § 7 definirteu il- Funktion als einer 
ganzen homogenen Funktion der ^-Reihen des vorgelegten Inte- 
grales schicke ich eine HulfsTormel voraus, die Veränderungen be- 
treffend, welche die il- Funktion bei der Vermehrung des Argu- 
mentes um halbe Perioden erleidet. 

Die durch die Gleichung 

J7(t;)^ = ^'^^^"+^'*'^'"^'0(e;',T')i .... (1) 
detinirte 77- Funktion, in der: 

war, genügte, wenn 

m = 



gesetzt wurde, den beiden charakteristischen Bedingungen: 



= «0 ^X + «1 '»i + «0 «l I .... /gj 

Bedingu 

n{v-\- t), = (- 1)" e-'^<*<-^*) n (v), I ' ' ^^^' ■ 

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt leicht: 

n (. + r + *t), = (- !)'■"'+"' . «-«'»**"+''*' n (v), (5). 

Da sich nun ferner bei einer Zunahme des v um 

r , 8 

2- + ¥* 
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das Argument v nach Gleichung (2) um 

(«0 + «1 ^') ('y + Y ^W y («0 ^ + ^0 *) + Y («1 ^ + *i ^) 
oder um 

vermehrt, wenn 

^ = r ÖQ + 5 &o ö = r «1 -}~ * ^1 • ' • (6) 

gesetzt wird, so erhält man, wenn die in dem Ausdrucke der 
ü- Funktion vorkommende Exponentialgrösse mit 

bezeichnet wird, die Gleichung: 

^ (e- + i + i r). = /'"^ *(«-'+ f + -|- -'. Oa «*■" "'+^' (7). 
in weicher Ä und ^ noch zu bestimmende Constanten bedeuten. 
Wendet man auf v nochmals die Substitution 

an, so ergiebt sich aus (7): 

woraus sich durch Vergleichung mit (5) die Constanten A und B 
bestimmen lassen. 

Fuhrt man die auf diese Weise für A und ^.gefundenen 
Werthe in Gleichung (7) ein, so ergiebt sich leicht, wenn 

^ = 2^' + ^" (j = 2(y' + ö" 
gesetzt wird, worin ^", ö" die Zahlen oder 1 bedeuten, für die 
transformirte JI- Funktion der Ausdruck: 

wenn der Index v der -Ö*- Funktion durch die Congruenzen: 

m^ ^ m^^ + ^" «^ ^ n^ + ^' (™o^' 2) . . (10), 

und die Constante c durch den folgenden Werth bestimmt wird: 

c = — i ((> W;i +ö m^^) + I « . r . 5 + -J (r m + s q) 
+ i ^ (^A + ?" - ^.) - i ^" K + ?") - i (^ ^ ^11)- 
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§ 15. Zerlegung der i7- Funktion in eine endliche Anzahl 
von unendlichen Beihen. 

Um nun die unendliche Anzalil der in der oben aufgesteilteii 
Reiiienentwickelung für die i7- Funktion vorkororoenden CoefA- 
cienten auf die geringste Zahl von im Allgemeinen unter einander 
unabiiängigen Grössen zu reduciren, geiien wir dazu über, diese 
Funktion in eine endliche Anzahl von unendlichen Reihen zu zer- 
legen nach einer Methode, deren Urheber Hermite ist. 

Da die 77- Funktion eine periodische Funktion ist, welche den 
Charakter einer ganzen hat, so iässt sie sich auf die Form bringen 

woraus zu ersehen, dass die erste der Bedingungen (4) durch 
die Form, in welche diese Funktion gesetzt ist, von selbst er- 
füllt wird, während die zweite dieser Bedingungen die Relation 
liefert 

^«._„ = (-ir^«+^^^^ (13). 

Da nämlich 

Tlfo + r) == ^( if^A g'^(2w+m)»+«Ä*(2«-fni)4-^{2»«4-m)'« 

m 

^y! / ^ \ q//< j Jn{tu\ -\- in + 2«) f 4- — (2//i-|-m4-2«)' t —Invin — ntiii 

in 

oder , wenn man statt des Summationsindex m den Index m — n 
einführt: 

liu\^\ __ ^V7/ j\q("»— «)^ ^i/r(2//i+m)y4-^(2/Ä-fm)=r ^— // (2ü-Hr) i>r 

m 

SO ergiebt sich, weil nach der zweiten der Gleichungen (4): 

m 

die Relation 

A — {— 1)^^"+*^ A 

Somit bleiben nur noch die n Coefficienten der Reihe (12) 

-^0 f -^i » -^2 * • • • • • -^n — 1 

zu bestimmen, indem die andern durch die Gleichung: 

Ar.^^^i-ir^''^'^ A^ (14) 
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auf die ersteren zurückgeführt sind, und es wird daher die für 
die JZ-Funktion angenommene Reihenentwickelung die Form haben: 

TL (?;)^ = ^0 -ßo + ^1 ^1 + ^2 ^2 H h ^«-1 ß«-i (15)> 

in welcher die unendlichen Reihen Ra durch die Gleichung: 

ni=:rn-\-a 
* r=0, -fl, +2, ... +CX) 

gegeben sind. 

• Da diese Zerlegung der il- Funktion einzig und allein aus 
den beiden ßedingungsgleichungen (4) hergeleitet worden und die 
Reihen R nur von den in diesen beiden Gleichungen vorkom- 
menden Zahlen n, tn, q, t abhängen, so werden offenbar alle 
Funktionen von v, welche den Charakter von ganzen Funktionen 
haben und jenen beiden Gleichungen (4) genügen, sich in eine 
eben solche Form setzen lassen, in der die Reihen R dieselben 
sind , während die Verschiedenheit der Funktionen nur durch an- 
dere Werthe der Constanten A bedingt wird. Bevor jedoch von 
dieser für die anzuwendende Methode wichtigen Bemerkung Ge- 
brauch gemacht wird, wollen wir mit Hülfe einer dritten Eigen- 
schaft der JZ-Funktion die Anzahl der Constanten A noch weiter 
beschränken. Setzt man nämlich in die Gleichung 

n[-v), = {-iT^''^n[v), .... (16) 

welche aus der Gleichung (8) des § 4 hervorgeht*), die durch 
(12) gegebene Reihenentwicklung für die ZI- Funktion ein, so er- 
giebt sich: 

*) Es ist leicht zu sehen, dass, wenn n eine ungrade Zahl ist, dieser 
Oleichung noch eine andere Form gegeben werden kann. Da nämlich 
aus den Gleichungen 

m = flo »;i + «I »"a + ''o «1 
q = *o w;i + *i »»i + *o *i 
unmittelbar hervorgeht, dass, weil 

Qq b^ — aibQ=n 
eine ungrade Zahl ist, die Grössen m und q stets und nur da^nn beide 
ungrade sind, wenn 7«; = wj^ = 1 ist, so folgt, dass 

nnd man erhält somit für ungrade n die Gleichung: 
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m 

Indem man nun stall des Index m einen andern m durch di«? 
Gleichung 

m ass — m — nx ^ 

einfuhrt, erhält man 

_ V^ / l\«;i «jl-N« ^^ ^t/r (8«H-m) r 4-]^ (««-i-m)*«^ 

OT 

woraus 

^«=(-ir^"^"^^-«-„, .... (17) 

folgt. 

Um mit Hülfe dieser Relation die Anzahl der in der obigen 
Form (15) der i7- Funktion enthaltenen n Constanten A noch 
weiter zu reduciren, müssen wir den Fall der ungradzahligen 
und gradzahligen Transformation besonders behandela. 
I. n sei ungrade. 

Für diesen Fall gehen die Gleichungen (14) und (17) über in: 

ArnJ^a^Aa (18) Und ^«,=^_«_ot. . . (19). 

Bedeutet nun in (19) die Grösse m eine positive ganze Zahl, die 
kleiner als n ist, und sucht man die zu — m — m nach dem 
Modul n congruente Zahl, die nach Gleichung (18) einen gleichen 
Werth des A liefert, so wird man zu jedem in der Reihe 

A^f A^, A^, .... -««—1 

liegenden Coefficienten einen in derselben Reihe befindlichen glei- 
chen Coefficienten erhalten; nur in dem einen Falle wird dies 
nicht stattfinden, in welchem 

w ^ — m — m (mod. n) 
oder 

2m ^^ — m (mod. n) 

ist. Da nun n der Voraussetzung nach eine ungrade Zahl ist, so 
wird diese Gongruenz immer lösbar sein, und es wird also st^ 
einen Coefficienten geben, der im Allgemeinen in der obigen 
Reihe nur in sich selbst einen gleichen findet. Die übrigen 
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n — 1 Constanten werden sich zu je zweien zusamnienfassen las- 
sen» und es wird daher für eine ungradzahlige Transformation die 
Anzahl der übrig bleibenden Constanten 

2 "• 2 

sein, so dass die il- Funktion in die folgende Form übergeht: 

nXv\ = ^0 '^o + A^ s^ H h ^n^ s^i . . (20), 

2 2 

worin Sq, S^, ... Sn-i wieder unendliche Reihen bedeuten von 

~2~ 

ähnlicher Gestalt, wie die oben definirten JRa. 

11. n sei grade. 

Die beiden Relationen (14) und (17) zwischen den Coeffl^ 
cienten A lauten in diesem Falle: 

Am = {- ir-^'^' "^ ^-«-m (21), Arn + a = (- 1)''^ ^a (22). 

Wir werden nun für die nachfolgende Untersuchung die drei 
Fälle, in denen 

m ungrade q beliebig 
m grade q grade 

m grade - q ungrade 
sind, auseinander zu halten , im schliesslichen Resultate jedoch nur 
zwei Hauptfalle zu unterscheiden haben. Ist m ungrade, so werden 
sich offenbar wieder die n Constanten nach Gleichung (21) zu je 
zweien zusammenfassen lassen mit Ausnahme derjenigen, deren 
Indices die Congruenz 

2m EH — m (mod. n) 
befriedigen ; da jedoch diese Congruenz für ungrade m und grade n 
nicht auflösbar ist, so wird sich die Anzahl der n Coefficienten ^ auf 

n 

Y 
reduciren. 

Was ferner den Fall betrifft, in dem m und q grade Zahlen 
sind, für den also die beiden Gleichungen (21) und (22) in: 

^«.=^(-ir"'^-«.-ni (23), Arn-^a=Aa . . (24) 

übergehen, so wird für diese Annahme die Congruenz 
2m 7)- m ^ (mod. n) 
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offenbar zwei Auflösungen haben, da, wenn m= 2fA gesetzt iiiui 
mit Hl, die Auflösung der Congrueoz 

J" + f» — / mod. ^ \ 

bezeichnet wird, ihr die beiden Werthe 

•ii und * + «i . 

die beide kleiner ak n sind, genügen, und es werden sieb daher 
nur fi — 2 Constanten zu je zweien zusammenfassen lassen, so 
dass die Zahl der jetzt übrig bleibenden Coefficienten 

beträgt. Nur in einem Falle bedarf das eben Gesagte einer 
Ergänzung, wenn nämlich 

ifi^ n^ = 1 

ist, da sich alsdann für die beiden Indices 

m^ und Y + w, | 

die Gleichungen ergeben: 

y + •»! 7 "+" ""' 

oder 

^-.. = 0, A^ =0, 

und es werden somit in diesem Falle nur 

-+1-2=1-1 

Coefficienten A übrig bleiben.^) 

Sei nun endlich tn grade und q ungrade, so gehen f)'^ 
Gleichungen zwischen den Coefficienten A über in: 



*) Es ist wichtig zu bemerken (und wir werden später von dieser 
Bemerkung Gebrauch machen), dass dieser Fall, der sich offenbar nur 
für die ungrade JI- Funktion mit dem Index 1 ergiebt, vermöge der 
Gleichungen : 

m = «0 + «^1 + «0 «1 
q = *o + *i + *o *i 
die nothwendige Bedingung nach sich zieht, dass die Transform ations- 
zahlcn 

«0» «1» *o» *i 
sämmtlich grade Zahlen sind, ein Fall, der nur für einen durch 4 thei'/- 
baren Transformationsgrad eintreten kann. 
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^, = (-ir-»^».:„ (25) 

^r- + a=(— ir^« (26) 

und es wird sich daher wie oben für die Anzahl der übrig bleiben- 
den Constanten 

ergeben. Was nun die beiden den Werthen 
mj und »»1 -+- ^ 

entsprechenden Coefficienten angeht, so wird, wenn wir 

2mi -j- m = sn 
setzen, aus den Gleichungen (25) und (26) leicht folgen: 

und 

woraus unmittelbar hervorgeht, dass in jedem Falle entweder, 

A oder -^ , « Null wird, mit andern Worten, dass nur- ^ 

Constanten übrig bleiben. 

Wir erhalten somit für eine Transformation von paarem Grade 

das folgende Resultat: 

Sind die für die Transformation charakteristischen Zahlen m 
und q grade, dann lässt sich für die graden 77-Funktionen die An- 
zahl der als Coefficienten der oben definirten Keilten /S auftretenden 
Constanten auf y + ^ > ^^r die ungrade JI-Funktion auf ^ — 1 
reduciren, sind dagegen nicht beide Zahlen m und q grade, 
dann ist ^ ^"^ Zahl der übrigbleibenden Constanten. 

§ 16. Barstellung der iZ- Funktion als eine ganze homogene 

Funktion der ursprünglichen >&- Funktionen für einen un- 

paaren Transformationsgrad. 

Für die wirkliche Darstellung der J7- Funktion oder der Reihen 
S, welche den Ausdruck jener J7- Funktion zusammensetzten, ist 
es nöthig, die Fälle der Transformation von paarem und unpaarem 
Grade, die wir schoh zum Zwecke der Conslantenreduction trennen 
ffiussten, gesondert zu behandeln. 

Königsberger, Trausf. 4 
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Aus den im Vorhergehenden gemachten Auseinandersetzungen 
folgt, dass sich für einen unpaaren Transformationsgrad die 
77 -Funktion, welche den Bedingungen 

n{v + 1)^ = (- 1)^ e-^'''"^''-^'^ II {v)^ 

genügt, in die Form selxen lässt: 

2 2 

und dass jede andere in eine stels convergirende Reihe ent- 
wickelbare Funktion, welche ebenfalls diese drei Bedingungen 
befriedigt, in eine ähnliche Form gebracht werden kann, worin die 
Reihen 

2 

dieselben, und nur die Coefficienten 

-^0» -^1 » ... -^n—l f 

die von den weiteren speciellen Eigenschaften dieser Funktion ab- 

hängen, andere geworden sind. Ist es somit möglich, —&- 

von einander unabhängige Funktionen anzugeben, die sämmtlich 
den obigen Bedingungen genügen, so wird man nur zwischen den 

^^ "^ der Gleichung (a) ähnlichen Gleichungen und (a) selbst 

die — T— Reihen S zu eliminiren und die Constanten durch Special- 

werthe der Argumente zu bestimmen brauchen, uni einen Aus- 
druck für die 77-Funktion durch bekannte Funktionen zu erhalten. 
Nun sieht man aber leicht aus der im § 4 aufgestellten 
Substitutionstabelle der 0- Funktionen, dass die durch unbedingt 
convergirende Reihen darstellbaren Ausdrücke: 

* (". t):„. 9 (v, r)"-' & (v. r)l. » {v, r)»,-;^ & {v. r)l 

..•9{v. r);„ » {v, x)l-\ 

in denen a einen der fndices 0, 1, 2, 3, mit Ausnahme des 
Index qm, bedeutet, den drei oben aufgestellten Bedingungs- 
gleichungen genügen und dass somit aus dem Früheren das 

w -4- 1 
folgende System von — T— Gleichungen resultirt: 
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^(".-t ^("'^^ = < ^ -* So + ^} ^ '' Si + - + >x ^ V 

2 2 

M -I- 1 

mit Hülfe deren sich die "^ Reihen S durch die auf den linken 

Seiten dieser Gleichungen stehenden Potenzen der ursprünglichen 
•»^ - Funktionen linear ausdrücken lassen."^) 

Setzt man nun diese Werthe für S in die oben aufgestellte 
Gleichung für H {v}^ ein, so ergiebt sich für diese Funktion der 
fofgende Ausdruck: 

+ ««-.^(«'.^)Jm^ (*-•<"'' ,• • • .• (25) 
also eine homogene ganze Funktion des n*^" Grades von zwei 
'Ö'-Funktionen des ursprünglichen Integrales, in der «,,, «2 • • • ^„—i 
noch zu bestimmende Constanten bedeuten. 

Ich bemerke zuerst, dass man nur den Transformationsaus- 
>druck für eins der O des neuen Integrales zu entwickeln nöthig 
hat. Denn vermehrt man das v auf der rechten Seite der 
Gleichung (25) um 

r , 8 
2 + ¥ ^' 

worin von den Zahlen r und s entweder eine oder beide ungrade 
sind, so geht aus den Gleichungen (6) des § 14 hervor, dass 
auch von den Zahlen q und a eine oder beide ungrade sein 
müssen (da a^ b^ — a^ b^ ungrade ist), das heisst nichts anderes, 
als dass von den Zahlen q'\ g" eine oder beide €^en Werth 1 
annehmen, also m^ und «^ nicht zu gleicher Zeit mit w^ und «^ 



*) Die Möglichkeit der Auflösung dieses Systemes von g i*^ ^^^ 
Reihen S linearen Gleichungen beruht darauf, dass sie sämmtlich von 
einander unabhängig sind, und dass dies in der That der Fall ist, geht 
daraus hervor, dass sonst bekanntlich eine homogene lineare Relation 
zwischen den linken Seiten dieser Gleichungen, d. h. eine homogene 
algebraische Gleichung zwischen zwei zu einem Integrale gehörigen 
«d"- Funktionen bestehen müsste, was im Allgemeinen nicht stattfindet. 

4* 
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zusammenfallen können, und man nlterzeugt sich ausserdem mit 

Hülfe der aus (6) hervorgehenden Beziehungen 

biQ — Ka flo g — fl| g 

r — " , s —' 

n , n 

sehr leicht, dass, wenn n ungrade, nach dem Modul 2 in> 
congruenten Werthepaaren der Grössen r und s nicht nach dem- 
selben Modul congruente Werlhepaare von q und 6 entsprechen 
können, oder dass den drei verschiedenen in der Form 

r , s 
2 + 2 ^ 

enthaltenen Suhstitulionen auch drei verschiedene Werthepaare 
von q" und ö" zugehören. Wir sind somit im Stande, aus der 
Gleichung (25) durch Substitution von halben Perioden auf der 
rechten Seite derselben die Ausdrucke für die 4 -Ö'-Funktioilftn 
des transformirten Integrales herzuleiten,"') indem die durch die 
Substitution eintretenden Exponentialgrössen, wie man unmittel- 
bar aus Gleichung (9) des § 14 ersieht, auf beiden Seiten 
herausfallen. 

Wendet man auf Gleichung (25) für v die durch den Index 
(qm)cr 
bestknmte Substitution an, so bleiben, da der Index qm in a und or 
in qm übergeht, die '9' -Funktionen auf der rechten Seite der 
Gleichung dieselben, und es folgt somit der Satz, dass es zwei 
transformirte O giebt, welche durch dieselben zwei 'O'-Funktionen 
des ursprünglichen Integrales darstellbar sind und für welche die 
Coeflicienten a in den beiden Transformalionsausdrücken sich nur 
durch achte Einheitswurzeln unterscheiden. 

Was ferner die ßeziehung zwischen dem Index der trans- 
formirten und dem Index qm der ursprünglichen ^-Funktion in 
Gleichung (25) angeht, so werden offenbar für die Repräsentanten 
der nicht äquivalenten Klassen, die durch das Schema 

t 

16 S r 
dargestellt sind, wenn 

w^ = w^ == 

^) Es wird sich später grade in diesem Punkte ein wesentlicher 
Unterschied zwischen den Transformationen paaren und unpaaren Grades 
ergeben. 
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gesetzt werden^ die Zahlen m und q durch die Ausdrücke be- 
stimmt sein: 

nt == a^^ öj = 0, 
q = öo 6^ = 16 g • ^' = (mod. 2) , 
d. 1j. dem Index A, = 3 wird wieder der Index qm = 3 ent- 
sprechen, und es wird somit für die Repräsentanten der nicht 
äquivalenten Klassen das transformirte Fundamentaltheta in der 
folgenden Form darstellbar sein: 

+ «„_iO(r,T)3*(^r);-» (26). 

Da sich endlich für diese Repräsentanten aus den Formeln 
(,6) des § 17 die Gleichungen ergeben 

^ = fr +16^5, G = t's, 
so werden , da t und i als Divisoren einer ungraden Zahl n selbst 
ungrade sind, ^ und r, s und g nach dem Modul 2 congruente Zahlen 
sein, d. h. wenn der Index 3 auf der rechten Seite der iGlei- 
chung (26) in /3 übergeht, so geht auch der Index 3 der trans- 
formirten 0*- Funktion auf der linken Seite dieser Gleichung in 
(3 über. 

§ 17. Darstellung der il-Funktion als eine ganze homogene 

Function der ursprünglichen O-Funktionen für einen paaren 

Transformationsgrad. 

Aus den Resultaten des § 15 folgt ferner, wenn man genau 
die im vorigen § auseinandergesetzte Methode anwendet, dass sich 
die transformirte 17- Funktion, welche den Bedingungen 

n (» + r), = (- 1)^ e-'''«(^'^) Jl [v\ 

genügt, für einen paaren Transformationsgrad, je nachdem m und 
q grade oder ungrade sind, in folgende Form setzen lässt: ' 
Sind m und q grade, so wird 
, für A = 0, 2, 3: 

+ a,_2^(t;,r)U(t;,r)^-' + a„^(t;,T)^, . . (27) 
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worin a und ß beliebige, aber verschiedene Indices vorstellen, 
für A = 1 : 

^,-^(^,.>... O (v\ r\ = «, ^ {v, T), O (t;, t), O (v, r), ^ (v, r)^' 

Sind m grade und q ungrade, so wird 
für A = 0, 2. 3 : 

+ a„_i^(t;,T)r'^(r,T)3, (29) 

für A = 1 : 

+ «„_iO(t;,T)r-'0(r,r)2 (30). 

Sind m ungrade. und q grade, so wird 
für A = 0, 2, 3: 

+ ««-i^(t',r)r'^ (1^,^)3 (31) 

für A = l: ■ 

+ an^i^v,r)r'^{v,r)o (32). 

Sind m und q ungrade, so wird 
für A = 0, 2, 3: 

+cc,^i^(v.r)r'^{v,t)^ (33) 

für X = l: 

+ a„_i^(t;,r)r'^(r,T)3 • (34). 

Nun einige charakteristische Unterschiede zwischen der Trans- 
formation paaren und unpaaren Grades. 

Während sich für die Transformation von unpaarem Grade 
aus dem Ausdrucke einer transformirten 'S* -Funktion, alle andern 
•a-- Ausdrücke dadurch herleiten Hessen, dass man auf v die drei 
verschiedenen Substitutionen von halben Perioden anwandte, ist 
dies für die Transformation paaren Grades nicht mehr möglich. 
Man sieht nämlich leicht aus den Formeln (6) des § 14, dass es 
stets, wie auch die Grössen Aq, a^, Öq, b^ gewählt sein mögen. 
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wenn nur «^ 6, — a^ b^^ eine grade Zahl ist, nur eine Substi- 
tution in halben Perioden giebt, welche die Indices der «d*- 
Funktionen auf der rechten und linken Seite des Transformations- 
ausdrucks zu gleicher Zeit ändert, während zwei andere Substi- 
tutionen den Index der tranformirten '0'- Funktion unverändert 
lassen. Ja sogar in dem Falle, in welchem die Transformations- 
zahlen ÜQ, a^, Öq, 6] sämmtiich grade sind, bringt keine Sub- 
stitution von halben Perioden , auf das. Argument v ausgeübt, eine 
Veränderung des Index der transformirten -O"- Funktion hervor. 

Was endlich die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
betrifft, die durch das Schema 

t ' 

dargestellt werden, so ist klar, dass sich aus den Formeln 

m = trij^, ^ = l^ji + ^'^x + ^^ 
für die IT-Funktion mit dem [nd«x 3 m als grade Zahl, q jedoch 
als grade oder ungrade Zahl ergiebt, und dass somit für das Funda- 
mentaltheta der Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
einer gradzahligen Transformalion einer der beiden Ausdrücke 
stattliat: 

^ (»', r\ = cc^^^' {v, r)l + «2 ^ (^' ^)^^ ^ (^» ^)} + 

+ ««-2 ^ {v, t)« d^ {v, T)y^ + a» O (v, t)), 
worin a und ß beliebige aber verschiedene Indices bedeuten, oder 

^ {v\ r% = c^i (v, r)o ^ (v, r)?"' + e.3 ^ (r, r)l ^ (t;, r)r' +.*... 

§ 18. Barstellung des transformirten Integralmoduls als 
Funktion des ursprünglichen •&- Moduls. 

JJachdem wir gezeigt haben, dass sich in der That für jedes 
System von Transformationszahlen das n des zugehörigen trans- 
formirten Integrales als homogene ganze Funktion der «&- Reihen 
des vorgelegten Integrales ausdrucken lässt, wird uns nur übrig 
bleiben, die in diesen Ausdrücken noch unbestimmt gebliebenen 
Constanten a mit Hülfe der ursprünglichen -ö" - Funktionen für 
Specialwerthe ihrer Argumente zu ermitteln. Es wird dies die 
Aufgabe eines der nächsten Paragraphen sein. 
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Ich will hier noch am Schlüsse dieses Abschnittes 
merkung über den Ausdruck des transformirten Integ^i 
hinzufügen, für den nir zwar später noch eine ande 
finden werden, der aber auch in der jetzt mitzutheileade 
als Funktion des ursprünglichen O- Moduls häuflge An 
gestattet. 

Da nämlich 

9 25 

(a) . . . . /c 



9-, _2{gi+q''+_gA +....) 



und das q' des transformirten O durch die Gleichung best 

/ Ttit' 

q =F e , 
worin 

ist, so wird sich //T aus der rechten Seite der Gleich 
ergeben, wenn man darin für q die Grösse 

setzt. Nun ist für die Repräsentanten der nicht äquii 
Klassen, wenn n eine grade Zahl ist, 

und es wird somit für q der Ausdruck: 

• ^ — <"* ?gi| , t^ 

e —^' =^ e ^ > q^ 

zu setzen sein , während die Repräsentanten der nicht äqui^ 
Klassen einer ungradzahügen Transformation, für welche 

«0 = ^ «1 = 0, 6o=lö^» b^ = / 
ist, für q' den Werth 

e -^ = e ' q* 

liefern. 

Ist daher der Grad der Transformalion n eine Primz< 
welchen die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassei 

f = 1, { = n, I = 0, 1, 2, . . . « — 1, 

dargestellt werden, so erhält man, wenn a eine n*^ Einheit 
bezeichnet, als transformirte Werthe des q die folgenden: 
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111 ^1 

— — « — «-1 — n 
g", aq'^, a^q^, . . . a ^'*, q , 

und es ergeben sich somit für einen primzahligen Transformations- 
grad alle den Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen ent- 
sprechenden Werthe der transformirten Integralmoduln, wenn man 
in den Ausdruck 

1+2^ + 2^^ + 2^94- ... 

für g die Werthe 

111 ,1 

— — — «—1 — n 

q^, aq^ , cc^q^, . . . a q** , q 
setzt, worin a eine n*® Einheitswurzel bedeutet. 
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Siebenter Abschnitt. 

Die rationale Transformation zweiten Grades. 



§ 19. 

Bevor ich zur Constantenbestimmung lo den Ausdrücken für 
die transformirte ^-Funktion, also zur vollständigen Lösung des 
allgemeinen Transformationsproblems übergehe, will ich die Be- 
handlung des Falles der Transformation zweiten Grades, die wir 
bereits mit Hülfe der früheren Methoden vollständig entwickeln 
können, an dieser Stelle einfügen, da die sich ergebenden Formeln 
häußg vorkommen und besonders in zahlentheoretischen und alge- 
braischen Problemen vielfache Anwendung finden. 

Für di^ Transformation zweiten Grades genügt die durch die 
Gleichung : 

definirte i7-Funklion den Bedingungen: 

n(v-\-i), = (~irn{v), 

worin 

m = ÜQ nj^-\- a^ m^-\- ÜQ a^, q = 6^, «^ -f- b^ m^^ + ^0*1' 

und das transformirte Argument sowie der O- Modul durch die 
Gleichungen bestimmt sind: 

V = r = (üQ -\- a. r) V, T = — V* 

Wenden wir nunmehr auf die durch die drei folgenden 
Schemata 
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I 




II 




III 


1 




1 




2 


2 




1 2 




1 



definirten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen die im 
§ 17 für eine grade Transformation entwickelten Formeln an, 
so erhalten wir die folgenden Resultate: 

I. %=!, «1 = 0, b^ = 0, b^ = 2. 
Es ist in diesem Falle: 

T 



V = V, T = 

I ä 

w^ = 0, n^ = 

tti = 0, q = 0. 



und wenn 
gesetzt wird. 

Daher : 

^ {v\ r)z = «0 ^ i^* ^)l + «2 ^ (^* ^)l 
und durch Substitution von 



t? -}- ^ för ^ 



also 



V + r für v': 

^ {^\ ^Is = «0 -^ {^> '^)l — «2 -^ (^' '^)l* 
woraus für Uq und (^2 ^^^ Restimmungsgleichungen hervorgeheo: 



-0-3*' x^ 



^3^^ «-o' 



und daher: 



Macht man hierauf die Substitution 



so erhält man: 






*) Wenn das -O* ohne Argument die -O*- Funktion für den Nullwerth 
desselben und das gestrichene d" die transformirte ^-Funktion vorstellt. 

**) Die zwischen den vier ^-Funktionen ^ {v)o^, 0" [v)x^^ ^Mti ^{v)^ 
im Obigen zur Anwendung kommenden homogenen linearen Relationen 
lauten : 
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Setzt man ferner m^ =1, «;i = 1> a'so m = 1, q = 2, so 
•ergiebt sich nach (32) § 17: 

-O" (v, t')i = a, O (v. t), O (», t)^, 

und durch Substitution von v — ^, v — ^: 

^ {^'» ^2 = «1 ^ (»» ^)2 ^ i^' ^)3' 

daher 



es folgt somit: 

und durch Division der transformirten Funl(tionen mit Benutzung 
der in der Anmerkung aufgeführten «^^ Relationen 

^j' %• (p', t')o '9'2 -ö-a ^ (p, t),* — 'S" (p, z)^ 

Q-^ d" {v\ /); &'o -Ö-Q '0' (p, t), 'g' (p. t)3 



* » (p\ t)s ^ ^ (P, t)o» ~ ^ (P, t)^« . 

^ (V', t')o -Ö- (p, T)3« - -a- (P, t),**- 

Aus der letzten Gleichung ergiebt sich , indem man die Argu- 
mente verschwinden lässt, 

oder 

^1 = -. ^ und A: = :r^- 

Die erste der obigen drei Relationen liefert nun mit Beziehung 
auf die Gleichung: 

dx ^ ady 

Vit ~ x') (1 -"^ ~ K(l - y«) (1 -"^fcV) 

die algebraische Transformation: 

q + c)^ . 

^~ i + ca^' 
ebenso folgen aus den beiden andern Gleichungen: 

y^ y — \ + ca^ ' y^ 1^ y — 147—2- 
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ind endlich mit Einfuhrung der drei elliptischen Funktionen die 
Beziehungen: 



sn 



y[i -^ c)u, ^_^^j — i + ^,^„2(^^^) 

\^ ' ' 1 -\- c/ i -f- c . sn^ (w, c) 



cn 

Entwickelt man für die heiden andern Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen die transformirten '9*- Funktionen nach 
derselben Methode, so ergeben sich die folgenden Formeln: 
IL «0 == 1 ' «1 = 0, 6o = 1, 6i = 2: 

T- 1 
V =V, X =-^ 



daher: 
ferner 

woraus : 



^ (»^'7 t')| ^_ &• (», t)i «a- (y, t)3 

(C| — ic) xYi — c^a;* 

7/1 _ '^ — _-lTH^_ 

^ ^ 1 — C (C + IC,) 07« 

1 — c (c — fc,) a?' 



oder mit Einfuhrung der elliptischen Funktionen: 



c (c + i>i) sn^ (m, c) 



(/ .X 2 iKcciA c« («, c) 
1^1 « <^; «' c+c^ij ~ 1 - c (c + ICj) Ä«« (w, cj 



*) Ich bemerke, dass die von Hermite (comptes rendus 1863) ge- 
benen Aasdrücke dem durch das Schema 



Digitized by 



Google 



Siebenter Abschnitt. 



IlL «0 = 2, a^ = 0, 0^ = 0, 6, = 1: 

t;' = 2», / = 2r, 
» (v, t\ _ e^, ^V +£_(^JL)f* 

» { v\ tU _ » (t>, tV - » (p, t)u« 



daher 
ferner 

also: 



^y,Ot ^^ ^ (»>» t r)| ^ (t>, t) , 
'9*0 'ö'ü '9's 

^0 'Ö'o ^3 .' 



y = 



(1 + Ci) xYl—x* 



yr 



y* = 



Vi — c''^ 

1 - (1 +.C.) jf 



und mit Einführung der eiliptisclien Funktionen: 



1—1 2 

dargestellten Repräsentanten entsprechen, oder ans unsern Formeln 
durch Anwendung der linearen Substitution 

I 1 



erhalten werden. Sie lauten: 

.„ ((c. + ,-0 u. ^-^) = fa + '>)*"(«.c)d«(».c) 
\ ^i + icj 1 — c (c — ici) sn^ (k, c) 



cn (uj c) 



Cj + ^^J 1 — ^ (ß — *^i) *w* (m, c) 

dn({c,4-ic)u ^ ^^ ^ 1 - c (c + ic,) sn^ (u ,c) 

an y^Ci -t- tc) «, ^^ ^ .J 1 _ c (c - iq) 5«« (tt, c) 

*) Es ist dies die Landensche Transformation zweiten Grades. 
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Um die sämmtlichen verschiedenen analytischen Formen der 
Transformationen zweiten Grades, herzuleiten, würde man die 
sechs linearen Transformationen, die in § 10 behandelt sind, auf 
jeden dieser Repräsentanten anzuwenden haben; man darf sich 
jedoch darauf beschränken, die drei Formen anzugebeii, die durch 
Anwendung des zweiten der sechs linearen Transformationsfälle, 
welcher als Modul das Complement des ursprunglichen Moduls 
lieferte, hervorgehen, indem oben gezeigt wurde, dass die sechs 
linearen Transformationen aus dem eben bezeichneten und dem- 
jenigen NormalCalle sich herleiten lassen, der den Integralmodul 
in den reciproken verwandelt, der jedoch neue analytische Formen 
der Transformalion zweiten Grades nicht liefeVt, da, wie aus 
§ 10 ersichtlich, sich sn wieder in dieselbe Funktion, cn in dn 
und dn in cn verwandelt. 

Die durch Anwendung jener linearen Transformation sich 
ergebenden Formeln lauten: 

'(1 + c) iu. \^) = Ül+^dZLKl) '- 

^^ ' ' 1 + c 7 cn (m, c) dn («, c) 

(1 + c) iu, i^) = 1- 4 ^•//j"'^; 

^ ' '' ' 1 + cy cn (m, c) dn (m, c) 

(■II \ ' t — c \ 1 — c . sn^ (m, c) 

(1 -f c) tu, ^^^J — ^^ ^^^ ^^ ^^ ^^^ ^^ 

c + icA (c — iVj) sn (u, c) dn (w, c) 



sn 



dn 



sn 



cn 



^ dn 



dn 



(c — ic^) w, 
{c 

(1 + c,) iu, 
(1 + c,) iu, 



IC.) M, 



tC.j U, 



+ ic^ \ _ 

c — icij cn {u, c) 

c + icA 1 — (c — iC|)c.Än* (m,c) 

c — iC| y cn (m, c) 

c + tcA 1 — (c + tci)c.sn^ (m,c) 

c — ic,y cn (m, c) 

2 Vcj \ i (1 + Cj) sn (m, c) cn (m, c) 

1+cJ 1 ="(T+^) ~sn^\u\'cj 

2j^ \ ^ dn{u , c) 

1 + cJ i-\l + c,)sn^[u,c) 



(\ -]-r\ iu ^l£l}\ — 1 - (1 - cQ 5n« («, c) 
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Hülfssätze znr Constantenbestimmimg in 
den Transformationsfonneln. 



§ 20. Ausschliessung des Falles, in dem die vier Trans- 
formationszahlen einen gemeinsamen Theiler haben. 

Ich will von vornherein von unserer Behandlung des allgemei- 
nen Transrormationsproblems den Fall ausschliessen , in dem die 
vier Transformalionszahlen 

«0» ^1» *o» *i 
einen gemeinsamen Theiler haben, der wegen 

ein quadralischer Theiler des Transformationsgrades n sein muss, 
und will zeigen, dass sich dieser Fall stets auf einen, für den 
diese Annahme nicht statthat, zurückführen lässt. 

Denn sei d der grösste gemeinsame Theiler der 4 Trans- 
formationszahlen, so setze man: 

«o = ^"o» ai=dai, bQ = dßQ, bi = dß^, 
also: 

dann ergeben die Transformationsformeln des § 5, wenn man 
auf das ursprüngliche Integral die durch die vier Zahlen 

^o> «1» ßof ßi 

definirte Transformation anwendet, für die Argumente und '9^-Moduln 

die Beziehungen: 

n 

1 aiz — ßi * |3, ~ aj T 
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vind es ist ferner gezeigt, dass sich 

als homogene ganze Funktion der '^'-Funktionen des gegebenen 
elliptischen Integrales vom ^*®" Grade ausdrücken lässt. 

Nennt man nun v und x das Argument und den ^- Modul 
des durch die Transformationszahlen a^, a^, b^, b^ hergeleiteten 
neuen Integrales, so stehen v\ r, v, r in der nachfolgenden 
Beziehung: 

, bo — «0 T , nv 
X = — , V = 7 » 

und es ergeben sich daher die Gleichungen: 
/ = Tj, V = d , v^. 
Nun wird aber in einem diT folgenden Paragraphen •) ge- 
zeigt, dass .« 

& {d Vi, Ti)„ 

als ganze homogene Funktion des c?^^^" Grades durch die -^-Funk- 
tionen von der Form 

darstellbar ist, und es wird somit die transformirle il- Funktion 

e ^ [v,r)cc 

als ganze homogene Funktion des «'®" Grades durch die '8'-Funktio- 
; nen des vorgelegten Integrales ausdrückbar, also die Behandlung 
• dieses Falles nach Durchführung des Transformationsproblems, 

für welches die obige Annahme nicht statthat, und Lösung des 
;. Multiplicationsproblerns ermöglicht sein. 

§ 21. Beweis eines arithmetischen Hülfssatzes. 

Zur Bestimmung der Coefficienten in der aligemeinen Trans- 
' formationsgleichung (25) des § 16 schicke ich folgenden Hülfssatz 
voraus. 

Es seien vier Zahlen gegeben: 

ÜQ, «1, bQ, b^, 
von denen vorausgesetzt wird, dass nicht alle vier zugleich einen 
gemeinsamen Theiler besitzen und dass 

«0 ^1 — «1 ^0 = « 



*) In der Lehre von der Multiplication der elliptisclien Fanklionen. 
König-sberg-er, Transf. 5 
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von Null verschieden ist; es soll gezeigt werden, das 
Zahlen p und q existiren, so bcschafTen, dass 
p 6, — q bf^ und p a^ — q üq 
relative Primzahlen sind. 

Ich will nachweisen , dass , wenn q = 1 gesetz 
stets ein p so bestimmen lässt, dass 

pbi — Öq, p a^— a^ 
unter einander relativ prim sind. 

Denn nehmen wir an, dass, diese beiden Zahle 
irgend ein p einen gemeinsamen Theiler d haben, s 

p b^ — bf^ = V 6 , 
so folgt aus diesen beiden Gleichungen 

d. h. 6 muss ein Theiler von n sein. Sollten al 
Zahlen von der Form 

einen gemeinsamen Theiler haben, so muss jedenfall 
dieser Theiler eine endliche sein; es müssen alle 
formen durch eine der in n enthaltenen Primzahlen 

dj, (^2» ^3» ••• ^k 

sein mögen, theilbar sein. 

Ordnet man nun die unendlich vielen Zahlenfon 

P«i — «0' P^v — h 
nach Klassen, je nachdem sie durch 8^, Ö^, ... ^a 
(wobei eine Form, die durch mehrere dieser Primza: 
ist, in irgend eine der zugehörigen Klassen gesetzt ^ 
so sieht man leicht, dass nicht a^ und b^ zugleich di 
bar sein können, wenn überhaupt in der Klasse a*) i 
liegen; denn wäre a^ durch öa theilbar und p a, — 
so hätte auch a^ den Divisor d«, ebenso b^ und fe^, ui 
den die vier Transformationszahlen durch öa theilbc 
gegen die Annahme ist; in keiner Klasse ist also a^ 
gleich durch das zugehörige d theilbar. 



*) Die zu 8a gehörige Klasse soll die Klasse a genai 
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Werden nun zwei der Grössen p, welche in derselben Klasse a 
•liegen, mit p' und p' bezeichnet*), so ist: 

P «1 «0 = 1^ ^a 

p'öl ~ aQ = V Sa. 

also: 

{p — p") a^==={(i — v) da, 

und , wenn a^ durch da nicht theilbar ist **), p —p' ein Multiplum 
von öa, so dass, wenn ein zu dieser Klasse gehöriges p mit %a 
bezeichnet wird, alle andern in der Form 

p^jta (mod. da) 
enthalten sind. Mit andern Worten, alle p, welche die beiden 
Zalilenformen 

nicht relativ prim machen, gehören zu den Lösungen der Con- 
^f gruenzen ♦ 

}- p'E^'Jt^ (mod. dj) 

\: p — TTj (mod. do) 



p ^-: n^ (mod. S^ , 
wenn n^, n^ ... jt^ je einen in den Klassen 1, 2, ... ^ liegen- 
den Werth des p bezeichnen. 

Hiermit sind jedoch nicht alle ganzen Zahlen p erschöpft. 
Denn bestimmt man z. B. p als Lösung der gleichzeitigen Con- 
gruenzen 

p zz: JTi + 1 (mod. dj) 
__E jTg + 1 (mod. ^2) 



= jr^+ 1 (mod. dj, 
welche bekanntlich zusammen bestehen können, so kann dieser 



*) Es kann nicht in jeder Klasse nur eine Zahlenform liegen, 
wenn nicht zwei relativ prime Formen existiren sollen, da die Anzahl 
der Zahlenformen eine unendliche, die der Klassen dagegen eine end- 
liche ist. 

**) Ist dies der Fall, so ist h^ nicht durch d« theilbar, und man 
wendet sodann das ohige Raisonnement genau in derselben Weise auf 
die Zahlenform 

V hx — h 
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Achter Abschnitt. 



1^.' 



Wertli keiner der obigen sein und er wird daher f 
den Zahlenformen 

pa^ — flo. P^i — ^0 
relativ prime Werthe liefern. 

Es ist somit nachgewiesen, dass sich stets Wei 
finden lassen, welche die Zahlenformen 

p a^ — «0, p 6, — 6o 
zu relativ primen Zahlen machen, und es ergiebl si 
aus den obigen Betrachtungen eine Methode* zur 1 
eines solchen p. 

Um nämlich all* die Zahlenformen 

P «1 — «0» P ^i — ^0 
herzuleiten, welche durch öa theilbar sind, stelle ra 
Annahme, dass a^ nicht durch öa theilbar ist (ist a^ 
dagegen nicht, dann gilt dasselbe; a^ und b^ zugleich li 
nicht durch d^ theilbar sein, wenn jene Zahlenformei 
sor 6a haben sollen), die Congruenz auf: 

p a^ — üqI^O (mod. 6a)» 
deren Lösung wir mit tt« bezeichnen wollen; verfahren 
mit allen Primtheilern von n, so wird offenbar die 1 
gleichzeitigen Congruenzen 

jt? ^ TTj -f- 1 (mod. 6^) 
^ TTg -f- 1 (mod. dj) 



= tta- + 1 (mod. 6k) 

ein p liefern, welches die beiden Formen 

i^ «1 — «0 » P ^i — *o 
zu relativ primen Zahlen macht. 

§ 22. Anwendung dieses Hülfssatzes auf die 
formation. 

Aus dem Ausdrucke des transformirten Argumei 
Gleichung (7) des § 5: 

, nv 



folgt, dass, wenn man 



hl — a^ T 
^1 — ^1 "^ 
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P selzt, V den Werth m anoimmt, und wenn 



a^z — hy 



v = l 

n 

wird, V in 

übergeht. 

Wir werden nun zur Anwendung der im nächsten § aus- 
einafiderzusetzenden Methode der Constantenbestimmung n — 1 
Wertbe des v brauchen, welche sich nicht bloss um ganze Zahlen 
oder ganze Vielfache des r unterscheiden, und für welche die zu- 
gehörigen Werthe des v ganze Zahlen oder ganze Vielfache des 
/ werden. 

Sind 61 und a^ zu einander relativ prim, dann liefert der 
Ausdruck 

jfl . ^ 

n 

wenn m die Werthe 1, 2, 3, ... n — 1 annimmt, die verlangten 
Werthe des v. Haben b^ und «j einen gemeinsamen Theiler, 
sind aber 6q und a^ zu einander relativ prim, so wird 

^ apt — bo 
n 

für V gesetzt, worin dem m wieder die Werthe 1, 2, ... n — 1 
beigelegt werden, der Bedingung genügen. Sind jedoch weder 
«4 und b^ noch üq und bQ zu einander relativ prim *) , so mögen 
nach der im vorigen § angegebenen Methode zwei Zahlen p und q 
gewählt werden, so beschaffen, dass 

p a^—q a^, p b^ — q b^ 
relativ prime Zahlen sind; dann wird, wenn für v die Grössen 

U\ . . . . m • ^^ ^t ~ g ^0^ — (p g| — g gp) y 

^ ' n 

gesetzt werden, worin dem m wieder die Werthe 1, 2, ... n — 1 
beizulegen sind, v die Werthe 

»»(/> + ^ 

; annehmen. Die in dem Ausdrucke (a) enthaltenen Grössen unter- 
scheiden sich aber auch unter einander nicht bloss um ganze Zahlen 



*) Alle 4 Zahlen üq, a^, Bq, 6| haben der Annahme nach keinen 
i gemeinsamen Theiler. 



\ 
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Achter AbschDitt, 

[fache des r; denn war 
iHj der Fall, bestände a 

ooi — qaojt {p h — qh 

= tn*) 



r. 

— »»2) = ^.n, (pa, — i 

hl in [phy^ — q öo) {^i 
71^ aufgehen müsste. 

n mit iHj — fWj den gri 
kleiner als n sein mus 
^\ in phy^ — q Öq als auch 
i p bi — q Öq und.paj — 
was gegen die Annahme 
en also in dem Ausdruc 
erthe des v, für welche 
ize Vielfache des t wert 

ung der Anzahl der Be 
lassen, wenn die vier 
L gemeinsamen Theilei 

nun zur weiteren Ausfühi 
übergehen, wollen wir i 
r nicht äquivalenten Klai 
die vier Transformationszs 
oder angeben, wie viele 

\l Oj 

en, wenn t ein Theiler ^ 
I gemeinsamen Theiler n 

,,, d verschiedene Prima 

der Divisor t' keine der 

in sich schliesst, zu d( 

leschaffen sein müssen» 

kommen jedoch die Prii 
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Potenz a, ß, y, ... erhoben in f vor, so werden ausser den zu /' 
relativ primen Zahlen, die < i' sind, noch Werthe für § genom- 
men werden dürfen, welche diese resp. Primzahlen zu Faktoren 
haben, da dieselben dann nicht mehr la t = y enthalten sein 
können, also die drei Grössen |, t, t' noch zu einander relativ 
prim sind. Von diesen letzten Transrormaüonen abgesehen wird 
nunmehr die Zahl der Repräsentanten, wenn 9 das in der Zahlen- 
theorie gebräuchliche Zeichen und 2 die über alle Divisoren der 
Zahl n ausgedehnte Summation bedeutet, durch den Ausdruck: 

2J(p{t') = n = a'' b^ c^ ,...d^ . . . . (1) 
dargestellt sein, und es wird nur noch darauf ankommen, die An- 
zahl der Transformationen zweiter Art zu finden. Ich betrachte 
zu dem Zwecke zuerst die Divisoren t\ in denen a zur a^^^ Potenz 
erhoben vorkommt, die übrigen Primzahlen jedoch in niedrige- 
ren oder denselben Potenzen als in n selbst, also 

(a) i = a c ,,, d 

worin b ^ /?, c < y, — b < ^, und all* die |, welche nur 
durch Potenzen von a, nicht durch die der übrigen Primzahlen 
(heilbar sind. Will man die Anzahl alF der | bestimmen, welche 
durch die erste und keine höhere Potenz von a theilbar sind 
und zu allen in der Form (a) enthaltenen ^'gehören, so ist leicht 
zu sehen, dass diese durch 

dargestellt wird, wenn das 2 sich auf alle Werthverbinduögen 
des b von 0, 1, ... jS, des c von 0, 1, ... y, des b von 
0, 1, ... 5 erstreckt. Da nun aber 

und 

2!<p(b'c' ,.,d') = bf'c^ ,..d^ 

ist, so wird die Zahl der nur durch die erste Potenz von a theil- 
baren |, welche zu allen diesen Formen des i' gehören, offenbar 

sein. 

Ebenso ist die Anzahl der nur durch die . zweite Potenz 
von a theilbaren g, welche eben diesen { zugehören, 

27 .p («»-V c' ... rf*) = ft^ c^.. / y («"-''), 
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u. 8. w., eadlicb die Anzahl der durch die a^^ und höhere Po- 
tenzen von a theilbaren | 

so dass die Gesammtzahl all' der §, welche diesen Formen des t' 
entsprechen und unter den zur ersten Art gehörigen nicht vor- 
kommen , 



J§: - . fe/* c^.. / {9> (««-^ + <P («""') + - + <p(a)+l} 



ä*"ärr>. a-l uß ^Y ^ ^ 



,|>: =a b' c 

ist. 

Betrachten wir jetzt die t, in denen b zur |S*«° Potenz, die 
übrigen Primzahlen jedoch zu niedrigeren oder zu denselben Po- 
tenzen als in n selbst erhoben vorkommen, also die /' von der 
Form 

worin a^a, c^y, ... b ^ ^ ist und die |, welche nur durch 
Potenzen von b, nicht durch die der übrigen Primzahlen theil- 
bar sind, so ist ebenso deren Anzahl: 

u. s. w., bis man zu einer Reihe von | gelangt, deren Anzahl 
durch 

dargestellt wird. 

Zieht man ferner die ^ in Betracht, die nur durch die p^® 
Potenz des a und die g*® Potenz des b theilbar sind, so wird ihre 
Anzahl genau wie oben durch den Ausdruck repräsentirt werden: 

^X««-'' ö^-^ c' ... d') = c^.. / 9 (««-^ 6^-^), 

und wenn diese Ausdrücke für alle Combinationen der p und q 
von resp. Ibis« und 1 bis jS hergestellt werden, so wird sich 
für die Gesammtzahl dieser früher noch nicht gezählten ^ der 
Ausdruck ergeben 

c>' ... /2;«p (««-^ i/-^) = ««-' bf"-' c^ ... /. 

In ähnlicher Weise erhält man die Zahlen 

««-Vc''-^..d' a'l/c'-\..d^-'. 
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und es resultirt somit für jdie Gesammtzahl der zu den obigen n 
noch hinzukommenden | der Werth: 

weicher mit 

n = a^ b^ c^ ,. . (T 
vereinigt, für die Anzahl der Repräsentanten der nicht äquiva- 
lenten Klassen einer Transformation von dem Grade 

n = a"fe^c>' /, 

wenn die Fälle ausgeschlossen werden, in denen die vier Trans- 
formationszahlen einen gemeinsamen Divisor haben, den Ausdruck 
liefert: 

= a"^^ f/-' c^-' ... /"' (a + 1) (6 + 1) {c + 1) ... {d + 1). 
Hat n keine quadratischen Faktoren, so ist jene Zahl der 
Repräsentanten 

(« + l)(6 + l)(c+l)....((/+l), 
und für den Fall einer einfachen Primzahl 

n = p 
l ist dieselbe 

p+1. 
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sformeln der elliptische 



Ausführung der Transformatio: 
unpaaren Transformatioi 

clidein wir in § 16 für den unpaar< 
iehung gefunden: 

'^"^*'' ^ {v\ t\ = a,^ (r, r)«n, + «^ ^ 

wir, da es in diesem Falle gic 
mirte d^ man durch die ursprüti 
kt, indem man nach § 16 durch i 
n aus einem '9* - Ausdrucke alle 
n kann, für k den Index 1 und ei 

nan dem Index a die Werthe 0, 2 
3 rechte Seite dieser Gleichung h 
'"unktion w^«" Grades der beiden Gr 

d- (v, r)i und 9 {v, t),, 

Venu m^ = — 1 , ^x^= ^» so ist: 

m = Oo — «1 + «0 «I 

da flo ^1 — f^i ^ü' ungrade ist, sich m 
ergeben. 
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von der leicht ersichtlich ist, dass sie, wenn 

gesetzt wird, und m eine zu n relativ prime Zahl bedeut« 
die folgenden n — 1 wesentlich von einander verschiedenen ' 
coaibinationen: 

l verschwindet. Denn erstlich geht v, wenn v die oben b< 

[ neten Werthe annimmt, in ganze Zahlen oder ganze Vi 

über *), und ferner liefern jene Combinationen \ 

erschiedene Werthe des v, indem genau wie in § 22 , 

dass, wenn m, und Wj zwei ganze positive oder n 

I bedeuten, die < --5— sind, die Gleichung: 

phi — qh — {pai—qa o)T phi — qK — {pas—qa ,)T , ^ 

statthaben kann. 

lan erhält somit, wenn man beachtet, dass die rechti 
rleichung (1) den Faktor ^ [v, r), und im Uebrige 
Potenzen der beiden ^-Funktionen enthält, die fc 
lung: 



wofür die ungrade transformirte -ö"- Funktion verschwind* 
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oder: 

[m^^("-ii-^X-*(^y^(^-i 

worin C eine Constante bedeutet, die wir später bestimni 

Nacl) den Auseinandersetzungen des § 22, worin gez 
dass man durch Substitution von halben Perioden für da 
V auf der rechten Seite der Gleichung (3) von einer \ 
den Exponentialgrösse abgesehen auf der linken Seite 
die transformirte 'S*- Funktion mit den andern drei Ind 
ergeben sich, indem man der Reihe nach für v die \ 



y ^-Y 



1 . T . X 



substitairt, die zugehörigen ladices der transformirten 
mit «j, «j, ctg und die nach § 14 hinzutretenden E 
grossen mit 



c«.W c«'« 



bezeichnet, die folgenden Beziehungen: 



■ . e 

— C & [\ 






& [v, r )«, 
» [v, t')«, 



c«t;r «Ä («0 4- «i «')«!«''' ^ , f f. 






Digitized by 



Google 



- Vollständige Entwiokelung der Transforoiationsformeln u, s. w. 77 

^ ß 'S" (t; , T )ao 

[^ Wo^ '* (^ ■ ^)l i^w..^ ^ (^ ■ 4)] ' (6) 

worin das negative Zeichen gültig ist, wenn « = 0, das positive, 
wenn a = 2 oder 3 ist. 

Die Constante C erhält man, indem man die Argumente v 
und V verschwinden lässt, also z.B. aus (5) in der Form; 

-/«•'". 0(0.r')„. 



C = 



Durch Division der Gleichungen (3), (4), (5), (6), hei wel- 
cher die Constante C sowie die £xponentialgrösse herausfallt, er- 
geben sich die Quotienten der transformirten '9'- Funktionen, also 
die elliptischen Funktionen des transformirten Integrales als ratio- 
nale Funktionen der elliptischen Transcendenten des vorgelegten 
Integrales, in welche als constante Grössen die elliptischen Funk- 
tionen von den durch n getheilten Perioden eintreten. Setzt man 
ferner in diesen Formeln die Argumente gleich Null, so erhält 
man die Quadratwurzeln aus dem Modul des transformirten Inte- 
grales und dessen Complement als Funktionen des Moduls des 
vorgelegten Integrales und der eben bezeichneten constanten 
Grössen. Es hat jedoch kein Interesse, diese Formeln in ihrer All-* 
gemeinbeit für jede zum Grade n gehörige Transformation zu 
entwickeln, und man darf sich darauf beschränken, dieselben für 
den Fall des ungraden n für die Repräsentanten der nicht äqui- 
valenteu Klassen aufzustellen, aus deren Ausdrücken, wie oben 
gezeigt wurde, mit Hinzuziehung der linearen Transformations- 
formeln des § 10 die Beziehungen für alle Transformationen des- 
selben Grades unmittelbar abgeleitet werden können. 

Da die Repräsentanten der nicht äquivalenten blassen durch 
das Schema: 

i 

161 r 
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'gestellt werden, worin ^ einen der Wert 
]eutet, während t und t' der Gleichung 

i . t' = n 
lügen , so geht die Gleichung (3) , wenn < 
•d, in die folgende über: 

Wendet mau nun auf diese Gleichung 
Substitutionen 

, T 1 1 

, so ergiebt sich: 

. 1) ^ O iv', r')o = C . d Wo [^ (.)o* 9 (^^ 

1) V & (v'. r% = C . O (v), [^ («),^ » (^^ 
Da ferner nach (11) des §4: 
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/renn in (9) und (10) die Argumente v u 
,zt, und die beiden Gleichungen durch < 
;n, mit Benutzung der Oleichungen (13) des 

die elliptischen Funktionen der gelheiltei 
md 

2 C (0 = 6 



''"(V) ^"{—) ••••*'(-2--^)J 
am (C — m) = coam u, 

wcöX /2mc5\ /n — 1 »/£ö\| 

sich ebenso durch Division der Gleichunge 
nan in ihnen die Argumente v und v versc 

^(T-)>(¥)/--*(^-T);. 



?)*'^(^')--'^«'(=?~) 
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e Division der Gleichungen (7) und (8) liel 
gende Beziehung zwischen den elliptischen ] 
in einander transformirten integrale: 



-1 

2 



]/k-sn{^.k) = 



isn^ (u,€) — 5«^ (^^, c\\ I 5n^ (m, c) — sn^ 

(u, c) = 

jl — c^sn'^[u,c)sn^(—,c\\ j 1 — c^sn\u,c)s\ 

.... ^sn' [u, c) -^ sn^ (^' ^, c)^ 

lit Benutzung von (13): 

A = (—-lyr, ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

Ä^wc^ ( j^snc^ { j "-sm 



u) 



1 1 — c^ 5n^ (w) sn'^ /ü^\\ 1 1 — c^ sr?u sn^ 

sn^ u \ 

o /« — 1 mä \) 



{i-<^'*«'«*«'(V-T)l 



!tzt man nun auf beiden Seiten dieser Gle 
t, da 

isn (^. k)l 

!/'m(ä\ /2m<a\ (n — 1 n 



1)'^ 
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elnng der Transformationsfor 
g (17) auch in die Form j 

o /m(ö\) { 9 (tmo. 



sn 



( 



sr? u \ 

n — 1 mä V 
^2 * 71 /' 



2 ,^" 



\ 2 w / 

1er Integralgrenzen der be 
ie die algebraische Transfoi 



—1 mdj 
2 



T) 



y für die Repräsentanten 
tionale Funktion von x, d 
nner vom Grade n — 1 ist; 
der Nenner eine grade Fu 
e Gleichungen (8) und (9) 



) ' 



n* u \ 
, /2wc5\/ 



(« — 1 7//ai\ i ' 
2 * n )) 
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IS, da nach (13) und (15): 

*, V '^< / V " / \ " 



-,/r|=cw(u) ^ — 

' / {l-c2*«^«*n''("^"-)j; 



h 



j;' = ^1— «^ 



HC \ l 



2 

1 ' 

2/ 



snc^ 



{l-c^^'sn^Cf-)] 



(n — 1 m(£ 
~2 n 



SnC 



n — 1 » 



|l — C^X^Sll^C*^ — * 

\/l — y^ bis auf den Faktor j/l — 
i^on x^. 

Dividirt man endlich die Gleichung 
hält man : 

•(:-*) = ;V"»'(^)""'(i 

1 1 — c^ sn^ u snc^ /-- V 1 1 — c' 
.... 1 1 — c^ sn^ II snc^ C-^- — -^ \\ 
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an (15): 

-c^sri^usnc'^f^^M jl — c^5w^u5nc**Y-^^ 

9 9 9 /n 1 7/ICÖ\i 

'^ *««*««' (-2- -r)| 

9 9 9 Z'* — 1 7n(Ö\) 

'^ »" " *« (-2--^)| 

'^l-^PiS^^ bis auf den Faktor /l— c 

von .r'^ ausdrückt, 
eiteren Entwickelung dieser Relationen ul 
[Schaft des oben (20) aufgestellten Ausdruc 
^on X hervorgehoben werden. Setzt b 
ür .T, so ergiebt sich, wenn man den re< 
echten Seite mit y bezeichnet: 



(w— 1 wicöV ' 



h einigen leichten Umwandlungen die Fe 



)4 /2mcö\ 4 (n — 1 w/o5\ a 



'x 



6* 
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[1 — c^x^s 



(T)! 



sn' ('7)1 j sn^ f7 

^ ^"'(-2 ■ n) 

Berücksichtigung von (13), (18] 

folgt, dass, wenn man in d< 
jrwandelt, y in t- übergeht, 
len oben aufgestellten Relation 

elliptischen Funktionen und 
loch ferner die nachfolgenden 
ndet man die Gleichungen (13) 
hält man: 

1 • ^ 

Ar, . c,"~* = \dnc (""-) , rfnc('^ 
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2), (24) ergiebt sich, da 



sn* u — sfir a 



/ , \ / \ o/* u, ort l* 

M+a) . sn \u—a) = — ^ -— 

^ ' ^ ' 1 — c' Sir u sn^ a 



-\- a) . cn (u — ci) i_ 



snc^ a 



1 — c* sit^ u sn^ a 



•^ cc) . dn {u — a) 1 — c* sn^ u snc^ a 



dn^ a 



1 — c* sn^ u sfi^ a 



1) 2 // -^ • sn («) sn U-{--'~\ sn | 



. . . . $n 






cn 



[u) cn (u + ^^ cn U - 



cn 



(u + ^[n-l)ü^ 
-^ • dn (w) dn (u + -^-j du (u-]- ~ 
. . . . df« I M + 4 (w — 1) -^1 

i{^\]/f^.ln{u)in{u + '-^tn\ 
Ig (16) folgt ferner mit Benutzung 



n. 



^2 _ ,„2 f?!^ 



r^ — 



c* sn^ (^ 



eren Formeln durfte die Zahl m eine je 
ledeuten; für die obige Umwandlung je 
sehen, nothw endig, dass dir Faktor von - 

m wir eine Unterscheidung einzelner Fäli 
deshalb Am als eine zu n relativ prime 
ilt. 
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=x gesetzt und der Zahl p die V\ 
»rdcn, oder 



f) 



„^-(^•*)"^^ 



lungen dieseV Gleichung n^*'" Gra 
beachtet, dass die Gleichung (^ 
statt u 

+ -r-' « + -;r' •••• « + * 

(, 4i«e5\ / ,.8mcö\ 

hält daher die identische Gleicl 

1 [^ - *« (« + *-?)] [^ - 
• Lc — sn M/ -f- 4 (w — 1) — 

ergiebt sich für die Summe d( 
Beziehung: 

»elben Weise findet man: 
q die Werthe 0, 1, 2, ... « 
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twickelung der Transformationsformeln i 
)=Cn {U) -f ^|c«(M+45r^)+c«(i 



he 0, 1, 2, 



n— 1 



annimmt. 



ichung (29) erhält man ferner für 
er Lösungen, wenn man 



n* f I 






9 /W— 1 WlCöX 



5« 



halber der Ausdruck 



« + —)+ 9» («'+--) + • 
• • • -f- g) ( w -|- 4 (w 

2:q>(u) 



en unmittelbar, wenn man die Grösse 
mgen definirt: 



n — 2q — 2o 



«* S I J 

I Beziehungen: 
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lun in Gleichung (37) u = €, s 
cn [C, c) = 0, auch cn ( — , k 

_j+e„c^(^— J + - + C, 

nan in Gleichung (38) u = C - 

27), da 

7 + i C\ c) = 0, auch dn (^ 
- C + t C\ c) = dnc {u + I C\ 

\k können wir den obigen Fori 
ilgende Gestalt geben: 

^ die Werthe 1, 2, 3, •. — 

11 noch am Schlüsse dieses Pari 
ransformationsgrad n eine Primzi 

st nämlich cn (C + ?0 == cn (— C 
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da nach dem Früheren die Repräsentantc 
Klassen in diesem Falle 



) 




1 




1 




n 


l 




2.16 n 




(«-1)16 n 




•0 


:en n Klassen 


ö = «0 T — 60 = r — 16 ^, 


e 




Q) = ftj — a 


i t = 


1 







f; es ergeben sich sodann die Transform« 
w Primzahlgrad unmittelbar aus den obei 
en Transformationsformeln. 

Lg der Transformatiönsformeln für 
^aren Transformationsgrad. 

llung nur derjenigen Transformalionen j 
A der früheren Definition Repräsentantc 
[lassen sind, keine wesentlichen Vereinfach 
Ir mit Ausschluss des schon oben hervoi 
lern die vier Transformationszahlen eine 
haben, die Transformation eines paaren ( 
wickeln. 

jhtlich , dass für w^ = — 1 , n^^ = 1 der 
on nicht beide Transformationszahleu m 
denn wenn die Grössen 

so müsste nach einer früheren ßemerkun{ 
in «Q, «1, 6q, Öj grade sein, welcher Fall 
den. Es kommen somit für das ungrade 
Gleichungen (30), (32), (34) des § 17 i 
die folgende zusammenfassen lassen: 

)l = «1 ^ (*')l ^ iv)a-' 

' (t^)«"""' H h «n-1 ^ (V)r' ^ (^)« 

. . Cn~2 Constanten und a die Indices 0, 
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bedeiHet, je nachdem m ungrade, q grade^, oder m grade, q un-*] 
grade, oder tn ungrade, c^ ungrade ist. 
Sind nun 

pb^ — qK, pa, — ^«0 
relativ prime Zahlen und setzt man 

Cö=p6j — gbi^ — (/>«! — qa^y)t, 
SO wird der Ausdruck in der Klammer der rechten Seite derl 
Gleichung (2) als eine homogene Funktion vom n — 2*°" Grade: 
der Grössen 

mit nur graden Potenzen derselben verschwinden, wenn dem vi 
die wesentlich von einander verschiedenen Werthe 

, m(o , 2m(o ■ Srnm i /^ i\ ''^'^ 

+ -' ± -rr' ± -„'*•• ± (^Y — ij —' 

worin m eine zun relativ prime Zahl bedeutet, beigelegt werden, J 
und es wird somit das ungrade transformirte <& die folgende Ge- 
stalt annehmen: 

h).<-:-)-^("W-:-).] 
h)X-'-FX-^(")«<-"")J- 

Dies ist in jedem Falle für einen paaren Transformaüans- 
grad die Form der ungraden transformirten -9^ -Funktion. 



oder 

e 



Digitized by 



Google 
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Da es nun nach den Auseinandersetzungen des § 17 stets 
eine, ab.er auch nur eine Substitution in halben Perioden für v 
giebt, welche auch eine Aenderung des Index der transformirten 
^-Funktion auf der Unken Seite der Gleichung (3) hervorbringt, 
so erhält man, wenn man den Index dieser Substitution mit ß, 
den aus den Gleichungen (6) des § 14 resultirenden Index der 
transformirten -ö'-Funktion mit y, die durch die Gleichung (11) des 
§ 14 bestimmte Constante c mit c^, endlich mit e und rj vierte 
Einheitswurzeln bezeichnet, die nachfolgende Gleichung: 

woraus sieht wenn man » = «' = setzt, der Werlli der Con- 
stanteii C in der Form ergiebt: 



C= ' 



worin wieder nach den Formeln des § 4- der Nenner in ein Quadrat 
von Produkten der -9^ - Funktionen der getheilten Perioden ver- 
wandelt werden kann. 

Dies sind die Ausdrucke für das ungrade und für ein grades 
transformirtes d", was die beiden andern graden transformirten 
O- Funktionen betrifft, so lässt sich über ihre Form Folgendes 
aussagen : 

Erstlich müssen für jede Transformation paaren Grades zwei 
^ Indices der transformirten '9- Funktion existiren, für welche die 
Transformationszahlen m und q grade sind , das d^ also durch Glei- 
chung (27) des § 17 darstellbar ist. Denn aus den Formeln: 

m = «0 n^ + «4 m^ + «0 «1 

q = 6^ ^^ + ^1 ^;i + ^0 ^1 
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1 für die m und q, welche zu den drei grad 
inktionen gehören, die Werthe hervor: 

— • «J + «0 «1 » ^0 + ^0 «1 » «0 

— 6^ + 6o &1 , 6o + ^0 ^1 ' *o 
nun 1) «Q öj und b^ bi bpide grade, so 
nd &o grade, also auch Oq + ^o ^i "'^^ 
pder oft und ftj grade, also, da üq b^ — 
ist, auch a^ oder 6q, also im ersten Fall 
-f- 6(j 6j , im zweiten Falle «q + ^^f^ «^ , 
Dasselbe gilt, wenn a^ und 6q oder a^ ui 
nun 2) von den beiden Grössen a^ a^ um 
I ungrade, dann müssen a^, a^ oder 6q, 
j an sich ungrade, also in beiden Fällen 
mgen: 

— «1 + «0 «1> «0 + <^0 «1 

— ^1 + ^0 ^1 ' ^0 + ^0 *1 

5 sein. In jedem Falle existiren also unter 

inmenstellungen zwei grade Paare, d. h. 

formirte -ö-- Funktionen, welche sich in dei 

g (27) des § 17 darstellen lassen. 

Wir erhalten somit das folgende Theorem: 

Für die Transformation von paarem Grade 

; transformlrte ^-Funktionen in der Forn 

grades Q^ in einer der Formen (29), (31), ( 

i transformlrte & in einer der Formen (30^ 

n.*) 

Es wird sich nun ferner noch um die Be 

beiden letzten transformirten '9' - Funktionei 

tauten handeln. 

Sei X einer der Indices dieser transformirt 

rgiebt sich, wenn a und ß nur der Bedinj 

en, dass sie verschieden sind, die Gleichui 



) Für w = 2 lautet der Satz : 
""ür die Transformation zweiten Grades sind zv 
0" ' Funktionen als Summe von zwei Quadra 
1 «Ö", die beiden andern -O* als ein Produkt von 
egebenen Integrales ausdrückbar. 
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verschwinden, so dass das transforrairte 
aus n Faktoren von der Form: 

[^ {v)a ^ («- + ^) - * {V)ß » I 

zusammengesetzt ist. Durch eine Suhstituti« 
für V wird man die andere transformirte d 
in ähnlicher Form darstellbar ist.*) 

Die Division der eben gefundenen Aui 
formirten '9' -Funktionen liefert die Transfor 
elliptischen Funktionen und aus denselber 
NuUwerthe der Argumente ergeben sich < 
transformirten Integralmodul und den Mul 
mirten Integrales. Doch hat es kein besoi 
Beziehungen für alle möglichen Fälle der 
Grades zu entwickeln, da die Formen dieser 

verschiedenartige sind, indem sich sn (- 

zwei Formen der ersten Gattung ((29) bis 
auch als Quotienten aus einer Form der 
zweiten Galtung ((27) des § 17) darstellt.* 
geführte Transformation zweiten Grades lie 
Präsentanten der nicht äquivalenten Klass4 
zwei Fälle. 



*) JEs kann bemerkt werden, dass, wenn 
bei der Constantenbestimmung für ein transfoi 
formation unpaaren Grades verfahren wäre, di( 
Argumenten w in ^-Funktionen für die NuUwe 
gegangen wären. Denn da k und /, wenn sie i 
Null gesetzt und wenn ungrade, gleich n ge 
so wird w nur durch 2 getheilte Perioden lie 
der Ausdruck für das transformirte & die in de 
Gestalt annehmen. 

**) Als Quotient zweier Formen der zwe 

sn i , kj nicht darstellen, da das ungrade trs 
Form der ersten Gattung angeliört. 



Digitized by 



Google 



« Entwickelimg der Trausfoimatlonsformeln o. s. w. 95 

I Dur die Behandlung des einen Falles der Trans- 

laren Grades durchfuhren, in dem sich 9 [r, /), so 

Form der ersten Gattung ausdrückt, dass der in 

I Torkommende Index a = ist, und in dem ausser- 

)q durch eine Form zweiter Gattung darstellbar ist, 

somit diese beiden transformirten ^-Funktionen, 

Formel (5) für a den index 1 und für ß den Index 

nur durch ^ (&), und ^ (r)^ ausdrücken lassen. 

attfinde, müssen die Transformationszahlen a^ a,, 6^. b^ 

I sein, dass* für ntj^ = — 1 , «^ = 1 von den Grössen 

! erste ungrade, die zweite grade wird, oder dass 

ÖQ — a, -|- oft a, eine ungrade 
^o — *i + ^rt *i ^"® grade 

, woraus folgt, dass b^^ und 6, grade, «r^ jedoch und 
beide ungrade, oder die eine grade, die andere uu- 
Blossen. Soll nun ausserdem noch das transformirte 
h in die Form der zweiten Gattung setzen lassen , so 
nd q also 

— «1 + öo a, und — 6, + *o ^i 

woraus ersichtlich, dass entweder u, grade, Oq un- 
I, ungrade, a^^ ungrade sein müssen, da b^ und fr, 

ersten Bedingung grade waren und alle vier Trans- 
bleu nach einer früheren Annahme nicht sämmtlich 
Jurflen. Den aufgestellten Bedingungen wird somit 
in Ton den vier Transformationszahlen 

1^^ ungrade, «r, grade oder ^Iq ungrade, aj ungrade 
'*^ grade , 6, grade b^ grade , 6, grado 

Repräsentanten der nicht äquivalent(*n Klassen durch 
dargestellt werden 

/ 

^ r 

»flenliar unter diesen steU^ Transformalionen existi- 
j sich in der verlangten Form darstellen lassen, 

dices dürften beKebig, mn.ssten jedoch verschieden sein. 
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96 Neunter Abschnitt. 

indem man nur / ungrade und § grade zu r 
ist dann /' = — , da n grade ist, von selbst 

Von den beiden oben bezeichneten Fäll 
ersten, da derselbe einzig und allein für die 

nicht äquivalenten KFassen in Betracht komm^, __ 

durch, für den also allgemein die Transformationszahlen den Be- 
dingungen genügen: 

ÜQ ungrade, 0, grade, Öq grade,*] 6j grade. 

Der zweite Fall liefert dieselben analytischen Formen. 

Die Gleichung (3) geht sodann mit Berücksichtigung der oben 
gemachten Auseinandersetzungen über in: 

und wenn man hierin für v die Substitution v — ^ macht, so 
erhält man, wie man leicht aus der Transformationstabelie der 
'9^ -Funktionen des § 4 ersieht, wenn man 

setzt, wo 9 eine 4*' Einheitswurzel vorstellt, die Tolgende Gleichung : 

'^W2'^('f)-^W3^^(7)n 

.-• W^((i-i)"-^");-^w^(g-i)t:);]. («) 

woraus sich für v = v =0 der Werth der Constanten 

'"^•»3-*r'»(™X»(4');....»((j-.W)I "" 

ergiebt. *) 



*) Ich will bemerken, dass die Berechnung der Constanten C für 
den Fall der Transformation eines paaren Grades zur Herstellung der 
Transformationsformeln der elliptischen Funktionen nothwendig ist, 
während man sie bei der Transformation eines unpaaren Grades nur 
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ing der Transforraationsformeln ii. f*. w. 9 



graden traiisformirten d' mit dem Index 
bc nach 



rlasselbc nach den obigen Auseinandei 



V ■ 



• n 

gument v für den zweiten Simimande 
n ganze Zahlen oder ganze Vielfache vo 
q sind noch unbestimmte ganze Zahlen 
ungrade ganze Vielfache dieses Wertht 
^ {v\ t'^ zu Null machen. 
Jen Werth von v in die folgende Form 

l)/>o — [2pa^ — (2q + 1)«üJ^ 

etzen und 2y + 1 == // so bestimme 
Ausdrucke: 

2b^ , f/a^^ — 2a^ (c 

I. Denn erstlich ist 

6, — 2ö,^o > 0, 

ier Zahlen 6„, 26,, «o» 2«, keinen gc 
Öqj ftj, ö„, rt, der Voraussetzung nac 
d, weil a^^ der Annahme nach ungradt 
I vier Zahlen nicht gemein sein kanr 
3r Zahlen 6^, 26j, a^^, 2«, den beide 
edingungen, und die Zahl q' ist dahe 
beiden Grössen (cc) zu einander relati 
zu bemerken, dass sich q bei der Bf 

ungrade Zahl ergeben muss, da im enl 
beiden Zahlen (a) den Theiler 2 gemein 

, wenn 

b, - [2pai - (2 9 + IK]^ ^ ^ 
2n 

ing der Transformationsformeln der 'O'-Funl 

rechnung des sn (— , k\ sowohl als des trans 

loch unbestimmt lassen konnte, da die Cor 
rmirten /O" - Funktionen dieselbe war. 

7 
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98 Neunter Abschnit 

geseUt wird, die folgenden ungraden \ 
l .w —1 

3 , tv — 3 

b , rv — 5 



(n — 1) . w — (n — 1) 
deren Anzahl n und die sämmtlich für 
d" [vy r\ zu Null machen, so* behaupte 
wesentlich verschieden, d. h. sich nicl 
oder ganze Vielfache des r unterscheie 
dies nicht der Fall, so folgte: 

oder wenn man den obigen Werth des 

oder 

(r-s)[2pb,-(2q + l) 
und 

{r-s)[2pa,-(2q+l) 

welche Gleichungen offenbar nicht statt! 
nicht durch 2n theilbar ist und die bei 
2pb,^(2q+l)b,, 2pa, 
relative Primzahlen sind."^) 

Wir erhalten daher in dem Systei 
schiedene Werthe des r, für welche die 
verschwindet, und somit die folgende G 

= er [^W,^^Wo^~^Wo'^Wi'J[^Wi 

Macht man hierin für v die Substitution v — ^ und setzt; 

e ^ =0, 
wo <r eine vierte Einheitswurzel bedeutet, so ergiebt sich: 



*} Genau nach derselben Methodie werden für alle Fälle der grad- 
zahligen Transformation die Werthe des v bestimmt, für welche die 
transformirte «O*- Funktion verschwindet. 



i^ss-bTGeegk^ 



Entwickelang der Transformationsformeln u. s. w. 99 

...[^(r)22^((n-l)7.V-^(t;)32^((;i-l)«;),2], . . . (11) 
woraus für die Conslante C der Werth folgt: 

(r = — ^-^ . . (12). 

ch Division der Gleichungen (10) und (11) ergiebt sich, 
t Argumente v und v verschwinden: 

/T — ( 1^T^ ^(«;h»»(3u;V....»((n-l)«^ V . ..^. 
^y~ ^"" ^^ ^ -e-Wa« -»«(Su;),« .... ^((n-l)«;V ' ^ ^ 

[)n 
^ird, 

'^ ^ ^1 ' cn{w)* , cn(Swy .. .. cn((n — l)wy 

n n 

= (_ 1)"2 ^ ^ T. |f„(^) . ^^(3^ ^... /n((w-l)^)}2 . . (14). 

et man ferner den Quotienten der Gleichungen (7) und 
erhält man: 

,- g »0 ^0 » {w)^ 9 (3«.),^ ...■»((«- 1) n,),^ ^^ 

^ W.' * ((« - 1) «')o'^ - » (")«=* ^ ((« - 1) »'V} 

\ Q \cn (w) . cn (3w) .... c« ((n — 1) w) r 

/ U„(^ -j.c«(^— )....o«(^(--l)^) 



cn 



{««* («) — *n* (^)} {sn^ (m) — «1« (3/i)} • 
.. {sn? («) — «»»((« — !)»»)} ' ■ ■ ■ 



(15) 
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If)() Neunter Absclinitt. 

oder auch: 

/. A J"'(t)'"C7) ■ 

sfi ( - , A I = — l —— — 

y' J \ bi (w) . in (,-ifr) 



sn {it} 






K(;-i)" 



5W^ 



Setzt man hierin auf beiden Seiten u = 
für den Multiplicator a des tiansformirtcn 1 
clinng 



ff a 1 Ifi (//') . /w (3w^j .... In {(n 

nnd fidnt man sodann die oberen Granzen 
transformirenden Integrale ein, so erhfdt man 










((I 



1 -^ 

sw^ ((w - 



welcher Ansdruck sich in seiner Form von dem 
Formationen geltenden dadurch unterscheidet, 
Grad des Zählers den des Nenners, in di< 
Nenners den des Zählers um eine Einheit öb( 
Ich will nun zeigen, dass die beiden 
Klassen von Transformationen paaren Grades, 
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/ 

Ent Wickelung der Transformationsformeln u." s. w. 
ngrade, «j grade, b^) grade, 6^ grade 



ngrade, «^ grade, 6,, grade, b^ grade, 

od, in denen sich y als rationale Funktion 
välirend für die andern nur die drei elliptiscl 
; einen Integrales rationale Funktionen der d 
»ktionen des Iransforrairten Integrales sind. 
ii die ungrade Iransforniirle «^-Funktion stets 
Gleichung (3j darstellbar ist, so wird, wenn 
ick durch ^ (j^Jq" dividirt denken, von dem Fal^ 

^ (ü)ü ^ Wo 

rechte Seite der Gleichung eine ganze ration 
ir graden Potenzen von x hilden. Die grade tra 
ktion mit dem Index dagegen wird sich nun 
nen Formen ergeben können: 
! diese Funktion die Form der Gleichung (3), d, 
)v ungraden transformirten 0- Funktion durch Si 
halben Periode für v hervor, dann wird, wc 
le'n gesammten Ausdruck durch (y),/' dividirt, y 
,or abgesehen, dieser Quotient eine ganze ration 
ur graden Potenzen von x sein, da in allen Kla 

Quadrate der -9^ - Funktionen vorkommen, l 
ich diese transformirten '9'- Ausdrücke durch e 

so wird der Ausdruck nur ganze grade Poten; 

von einem Faktor abgesehen, der in den folgen( 
n auftreten kann: 

(tOo -9- Wt ^ W 2 tivYi±M_s 



(v)„ & (v)o & {v)o ^ {v)q d- (l>)o 



X ^ ac Vi — x' p^y^ 



omit y in diesem Falle nicht als eine ration 

darstellen lassen, 
ch '9 [vy T% in der Form der Gleichung (5) d 
aan den Ausdruck durch ^ (y),/* dividirt, die 
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102 Neunter 

Quotient in jedem Falle eine ga 
Potenzen dieser Grösse, und 
kommende Faktor 

darüber entscheiden, ob y siel 
stellen lässt. Da dies aber offe 
wenn or = ist, so muss fü 
den oben gemachten Auseinanc 
dass h^ und b^ grade Zahlen 
O [v, t\ in der Form der Gleit 
so folgt, dass 

a^ ungrade, a^ grade odei 
mithin dieselben Bedingungen, 

Wir haben somit in den vo 
Transformation paaren Grades 
y sich als rationale Funktion c 
drücken lässt. 
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Zehnter Abschnitt. 

g der Transformationsform 
iliebiges elliptisches Integi 



isformation der elliptischen Integra] 
und dritter Gattung. 

vir die allgemeine rationale TFansformati 
ral erster Gattung behandelt, wird es 
Irei Paragraphen gemachten Auseinande 
lie rationale Transformation eines belieb 
es 

rdx 



J 



von der Form 

/i^(y./(r-~y^)(l-^V,e;y . . 

I gezeigt worden, dass die Möglichkeit 
lation des Integrales (1) in (2) die m 
sich zieht, dass dann auch das ellipti 
ung 



L 



dx 



erster Gattung 

_äy 

K(l - y«) (1 - ÄV) 
st, und dies Problem im Vorigen volis 
so wird es sich nur darum handeln, 



/ 
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Zehnter Abaßhnitt 

L) nach bekaiiiilen Melho 
rales erster Gattung , eim 
tischen Integralen drittel 
[tischen Theil zu zerlege 
isformationsformeln für < 

dx / * 

rheil für sich zu transfc 
it das Transformationspi 
rales auf die Lösung dei 
»nsformeln des elliptische 
zu entwickeln, wenn m 
it voraussetzt; und zwar 
1 welchem die elliptischer 
isformation unpaaren Gr 
indem wir die Transfer 
aaren und zweiten Grad 
)en nach der jetzt folge 
ekelten Transformationsfc 
he Integral zweiter Gatti 



f-r r\ - 





i 


x'd 


\ V^y w - 


nr- 


a;*) ( 


1 


da) 






ni - ^ 


•'Hl 


— 6-2"^2) 




u 




•> 

w u 


. du , 




/' 




dx 




J ViT 


X' 


') (i-c 


^7-; 



nan: 

f drihi . du mit E ( 



a) -f- rf«- [u — a)] = E 
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bmn? der Transformationsformeln u # v. \0^ 



l die letzte C^lekhuug des § 24: 



1 
e Gleichung z\iischen den Gräuzeu und u in- 

•—1 

u, +2« 1 E(u+ 4,7) + E(,, - 4 Ql +2«,« ; 

1 

im Addilionsüieorenie der eliipüscheu Integrale 
E [u — r =2£^u ,— ^:r"i — v 

^ ' 1 — trstrrsH^M 

ieliung zwischen der transformirten IT- Funktion 
iglichen über in: 

'(:-A) + 2a.« 

g s/r4/y- 

tc^snu . r WM . dnu >? - — 1 • 

1^ 1 — r-sn-fi . 5/r4ö — 
' w 

»mit, da 

malionsrormel unpaaren Grades für die elliptischen 
• Gattung, wenn raan die im § 24 entwickelte 

n — ^ +20, =2c'Q 

olgendermassen : 

^ C' TT,, [x, c) -\- 2 c^ Q u 

"~ o - /«o5 

2 str lo - 



nu . cnu . dnu . >7 - 

4'i 



2 9 9 j «lO 

lun zur Lösung der analogen Aufgabe für die 
>rale dritter Gattung über, die ich unmittelbar 
[ebenen Transformationsformeln der '9'- Funktionen 
ren Transformationsgrad herleiten will. 
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106 Zehnter Absc 

Uas durch die GleicbuDg: 

u 

TT I \ /*r* . Ä«a 
77 (m, cf, c) = I j- 



definirte elliptische Integral dritter < 
Hülfe der '^ - Funktionen in folgende 






n (ti, «, c) = w • rf log 

Ebenso ergiebt sich: 



^^(^f'^)=-^^^S 



da 



Nun ist aber, wie man leicht 
ersieht, da nach den Transformatioi 






ist. 



^-')' -^{^K'^)r''^i^c' 



oder 



n— 

— 2c^ sna , cnce . dna ^ 
und ebenso ergiebt sich aus der ani 



^log 



» 



(&'V 
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rransformationsformeln u. s. w. 

die Gleichung (3) mit n muitipiici 

so erhält man vermöge der Rela 

ransformationsformel für die ellipt 



», c) 



n — : 



i sn^^ 



cncc . dna >f - 

4* 1 



— c^ sn*q — sn^ (u — et) 



Transformationsproblems für die 
zweiter, dritter Gattung ist das 
nationsproblem ITu* elliptische Inf 
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Eilfter Abschni 

gemeine algebraische 

§ 27. 

lern im Vorigen die Lösung c 
;ral erster Gattung so in ein ande 
liptischen Funktionen des einei 
eben Funktionen des andern sii 
ollen wir die Lösung des allge 
itionsproblems auf jene Aufga 
ken, dass die Möglichkeit dei 
ten drei §§ des ersten Abschr 
»llen alle möglichen Fälle gefi 
nzialgleichung 
dx 



K(l — x^) (i — c^ x') K(l — i 

3 algebraische Gleichung zwisc 

f (^, y) = 
tien kann, wenn x = 0, y = 

man die Seiten der Gleichun 

X = sn [uy c)t y = sn i 

{u,c), sn{^^,kf 



f isn [ü 



I diese Bedingung keine Beschrän] 
it aus den im § 6 gemachten Aui 
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Ilgemeine algebraische Transformation. ]()9 

dem u der Reihe nach die Wertlie 
« + 4me, w + 2mVC' 

it und m' ganze Zahlen bedeuten , so erhält man 
[ingen : 

4mr.c), «,(}H-i>^-^.Ä))=0. 

Jiese in Bezug auf sn (f/, c] , sn / " , A j alge- 

die unendlich vielen ganzzahligen Wierlhe von 
le endliche Anzahl von VVerthen der (•rossen 

müssen daher für gewisse m , u, m', n' die hei- 
I Relationen stattfinden: 

a I \a * a J 

orie der doppelt periodischen Funktionen Folgt 



(1) 



ni — n = w , m — ii = m 

[m C = 4a r Ä' -f- 2« 5 / A" |^ 
' i(f = ia r K + 2a / i A" ) 

fw C == 2a r A' -f- a 5 / A'' 
i C = 2a r K + a s i K\ 

n 2/ + .s' t' , 2w' r z — 4/« r y. 

2r -{- s x' * 2m s' — s m x ' ' ' ' ^""' 

1 ^ ic\ ' f \ 

2r -\- s X 2a {r s — r .«) ^ ' 

3[umente der ^-Funktionen, die zu diesen 
alen gehören, durch die Gleichungen he- 



2Kv, u = 2Cv, 



Digitized by 



Google 



110 Eilfter Abschnitt. 

also: 

C 2r + « t' 2{ri 

a K 2m 2m s 

Dies sind die nothwendigen ßedingun 
Diflerenzialgleichung (1) ein algebraisches I 
soll nunmehr gezeigt werden, dass es unte 
die Zahlen r, s, r\ s angehenden Bedingt 
chenden sind, mit andern Worten, dass dar 

und 

eine homogene algebraische Gleichung statt! 

Um die Bedingung aufzufinden, der di 
genügen müssen, damit eine algebraische Ti 
sei, ist zu beachten, dass, wenn x der Mc 

werden soll, der reelle Theil von ~ wesent 

t 

Da nun 

/ 2ifi' r X — Amr 

2»ii «' — 8 m X * 

SO wird, wenn 

gesetzt wird, worin t^ eine wesentlich posit 

♦ 2»»' r t — ^mr -\- 2m r t^ i 

2m s' — 8 m' t — 8 m' ti i 

[2m r < — 4wi r + 2 w r / < t] [2m 

(2m 8— 8m' 0* + 

es hängt somit das Zeichen des reellen Tk 
Grösse ab: 

(2rnrt — 4mr) smty -f- [2ms — ^ 
oder da /, wesentlich positiv, von 

mm [r s — r' 5) ; 

es ist also jedenfalls als eine nothwendig< 

algebraische Transformation die folgende liii 

mm' [r s — r ^) > 0, 

und es soll nunmehr gezeigt werden, dass 
ren zusammen auch wirklich die hinreic 
liefern. 
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allgemeine algebraische Transformation. Hl 

n tiämlich auf das vorgelegte Integral die durch 
ransformationszahlen 

a, = — s m\ bQ = — 4m r, b^ = — 2s'm 
e Transformation an, für welche der Grad 
— rt, Äq = 4mm' {r s' ' — r' 5) = n > 
en sich aus den Formeln des § 5, wenn Tj und 
nd das Argument der transformirlen ^-Funktion 
Relationen: 

im r -\- 2tn r t / /« 1 \ /a\ 

^r+^7^' v,^-m(2r-\.st,)v, (4) 

js der oben durchgeführten Theorie, dass von 
alfactor abgesehen die vier 0- Funktionen 

1)0» ^ {^i> ^1)1. ^ K» ^1)2' ^ (^1' ^1)3 

tnd homogene Funktionen n^^^ Grades? durch die 

IS gegebenen Systemes '9' (v, t)« ausdrücken lassen. 

ir 

r, = T, .' = - -^, (5) 

;m im nächsten Abschnitte zu behandelnden Mutti- 

d' (— 2mm' V, V% oder -Ö- (v, , t^)« 

ene ganze Funktion des 4m^m'2^«" Grades der 
)n der Form 

so wird man, wenn dieser Ausdruck mit den 
^ {^\f ^i)a und ^[v, x)ß gewonnenen homogenen 
mmengestellt wird, eine homogene algebraische 
len 

-9 (v, x)a und Q^ {v\ x)ß, 

raischen Zusammenhang zwischen den elliptischen 
[ir Integrale erhalten. 

fnit die oben aufgestellten Bedingungen (1) zwi- 
>den der in einander zu transformirenden Inte- 
l der Ungleichheit 

mm [r s — r' 5) > 
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Eilfter Abschni 
rransformation 

ihr die allgemc 
ie es rechlferti 
hen rationalen 
sieb nicht nu 
;i elliptischen 1 
e drei elliptisci 
lassen sollten. 



Differenlialgleic 



) K(i — 

die allgemeinsti 
de Funktion v( 
n der beiden T 

l: 

= 4r rt A" + 25 

= Ar aK-\- 2s 

r s — r' 5 > 

ind offenbar die 
= 1 gesetzt \ 
mg der oben e 

Punktion des 
)enen Integrale 

,r,)« = ^(-- 

iiktion 4^^» Gra 
e V und dem 
Mlgemeinen fni 
ein ralionalei 
unktionen und i 

m des § 5. 
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ie allgemeine algebraische Transformation. 

iimes ergeben. Man ersieht endlich leicht 
2) und (3), dass nur, wenn 

wofür 

r s' — r s = r s' — q' (S 
)raische Zusammenhang zwischen y und a 
dann gehen aber nach (6) die Perioden 

4/ C" = 4^' « üf + 4/ a i K\ 
Periodengleichungen des § 5 über. Fin 
§ 5 aufgestellten Bedingungen (4) statt, d. 
i drei elliptischen Funktionen des einen ] 
die drei elliptischen Funktionen des andern J 
»0 wird auch im Allgemeinen die obere Gi 
Integrales nicht eine rationale Funktion 
IS vorgelegten Integrales sein können, und ) 
fang an für die Behandlung des allgemeir 
»rmationsproblems berechtigt, nur den Fa 
den die drei elliptischen Funktionen d 
ionale Funktionen der drei elliptischen Fi 
itegrales sein sollten. 



er, Transf. 
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Zwölfter Abschni 

Die Multiplication der 
Funktionen. 



§ 28. Definition des Multiplici 

Unmittelbar mit der Transformationsi 
von der Multiplication der elliptischen Fm 
wir in diesem Abschnitte behandeln wolle 

Wir definiren das^Multiplicationsprob 

Es ist die Differentialgleichung 

dx 



vorgelegt, in der c eine beliebig gegebe 
mende Grösse ist; essollen alle möglichen 
in denen man der Differentialgleichung (1) 
Gleichung zwischen x und y genügen kan 
entsprechende Werthe sind *). 

Setzt man 

dx , d 

= du, 



so werden die im § 27 für die algebraisc 
gestellten Bedingungsgleichungen (1) untc 



*) Auch hier ist diese Bedingung ebenso 
Transformationsproblem war, eine Beschränk 
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Multiplication der elliptisclien Funktionen. 115 

ufuhrenden Integrale die für die algebraische Mul- 
tiplication nothwendigen Bedingungen liefern, wenn man in diesen 

setzt, und man erhält somit für die Perioden des vorgelegten In- 
ie folgenden Gleichungen: 



2w C = 


2a 


r C -{- a s 


m' i C = 


2a 


r'C'\-as 


\ Division: 






m 


X = 


2r + / T 
■ 2r + gT 



asiC' 1 
a s i (f ]* 



(2) 



m' ^ T^ -j- 2r [r m — m s) — 4m r' = . . . (3). 

iber T, wenn es nur der Convergenzbedingung der 
)n unterworfen wird, im Uebrigen beliebig, also im 
3n nicht grade die Lösung einer quadratischen Glei- 
t ganzzahligen Coef6cienten sein soll, so müssen die 
ationszahlen der Perioden den Gleichungen genügen: 

ms = 0, rm — w/ = 0, mr = 0, . . . (4) 

', weil m und m nicht Null sein kennen, wie unmittelbar 
rieichungen (2) hervorgeht, 

s = 0, r =0, rm — ms =0, . . . . (5) 

Hülfe der ersten der obigen Periodeugleichungen (2): 



m m 



' Multiplicator a muss, wenn eine algebraische Mui- 
für ein beliebiges c möglich sein soll, eine rationale 

werden nun im Nachfolgenden zeigen, dass wenn a 
ze rationale Zahl, das algebraische Mulüplicationspro- 
s lösbar ist und werden die vollständigen Auflösungen 
entwickeln. Ich will jetzt nachweisen, dass, wenn wir 
g des ganzzahligen Multiplicationsproblems als bekannt 
en, sich von der vorher gefundenen nothwendigen Be- 
ür die allgemeine algebraische Multiplication, dass näm- 
te rationale Zahl ist, leicht nachweisen lässt, dass sie 
hinreichende sei. 

8* 
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Zwölfter Abschnitt. 

3enn sei 

in 
a = , 
r 

m und r ganze Zahlen sind, und di 

dx m 

K(l •-- a;2) (1 - c^x^) ~ ^ iK(l — y 

legt, so wird man diese in die foIgen< 



ungen: 


dx 




= 












r-z^) 



en können, von denen eine jede d( 
Igebraisclies Integral hat. Eliminirt n 
ilgebraischen Integralen die Grösse ; 
raische Gleichung zwischen x und y 
Igleichung 

(fx m 

V{l~—x^) {i —'c*x^] ^ K(l — Ä 

wenn die beiden Seiten der Gleichu 
eine algebraische Gleichung zwischen 

sn (— - ) und sn (w). 

Ss handelt sich somit jetzt nur um d 
lifTerentialgleichung : 

fix 



y[i-'X^){i—c^a^') V{i-l 

r c eine beliebig gegebene, n eine g( 
iliese Aufgabe wiederum wird, wie a 
rrausformationstheorie angewandten I 
sein, wenn man zeigen kann, dass 
^ [nvy t)« 
raisch durch die -^-Funktionen mit ( 
Modul T ausdrücken lässt. 

29. Herleitung der Multiplication 
Additionstheorem der O^-Pn 

Zur Lösung des Multiplicationsproblen 
;n zwei wesentlich von einander vers 
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voD denen die erste, von dem Additionstheorem der 
onen ausgeliend, siiccessive für wachsende ganzzahlige 
toreji die Multiplicationsforraeln liefert, die zweite, auf 
durchgeführte Transformalionstheorie sich stützend, un- 
die Lösung für einen heliebigen ganzzahligen Mul tipli- 
eben wird. 

man in den Formeln (14) und (15) des § 4: 

(w + 1) V für M, mv für v, 
dieselben über in: 

> ((m + 1) t;V ^ {mv),'' - O ((m + 1) vy O {mv),'' 
>i{2m+l)v),^{v), 

y ((m+l) vy & {mv),' — d' ((m + 1) vy & {mv),'' 
^(,{2m + l)v\&{vy, 

y ((m+ 1) 4/ & {mv),'' - ^ ((m + l) vy ^ {mv),'' 
>i{2m+i)v),&{v), 

^ ((m+l) vy & {mv),'' — d- ((m+l) v).^ d- {mv),'' 
man ferner in eben diesen Gleichungen 

m V für II, mv für v, 
sich: 

>,^ . d^ {2mv), = ^{mv),*—^ {mv),^ 

h^ . d- {2mv), = 2d-{mv), ^•{mv), d-{mv)2 '^ W3 

>2 . '9' {2mv)^ = & {mv)^^ & {mv),^—&{mv)^'' d'{mv), 

>3 . ^ {2mv)^ = '^(m!;)32 d'{mv),''—&{mv).i^ '&{mv),^ 

diesen Gleichungen erhalten wir nun successive die 0" 

en Vielfachen des Argumentes v. Denn das System (2) 

jrst 

&{2v)„ '9 (2t;),, &{2v)^, ^{2v)^ 

jle Funktionen von 

^Wo» '^Wi» '^W2' "^Ws; 

dieser Ausdrücke erhält man aus dem Systeme (1) die 
n: 

-9 (3y)o, ^{Sv),, -^ (3^)2, -^(3^)3. 

Ler aus (2) die Grössen 

&{4.v),, ^{4.v),, &{4.v),, ^(4t;)3 
endlich die Funktionen 

^ (««^)o> ^ (w^)i> 9" (wy)2, '9" (nt;)3 



(2). 
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des gaüzzahlige n als rationale Funktioi 

^Wo, '^Wi, ■'^W2, '»Ws, 

Coefficienten rational aus ^q , ^2 » '^3 ^u 

rehen wir nun zu den elliptischen Fu 
ins der Division der obigen -d^- Formeln 
wenn 

2C v = u 
t wird, 

mJL.^\.r\ ^ ^/»^ {(m + 1) m) — sn 

'^-r ^) wj — ^^ ^^^^ • ^ _ ^8 ^^, ^^^ _|_ j 

' '^ ^ dn {u) .1 — c' sn^ ((»/ + 1 

hniich: 

c« /'0*»..,\ 2 ^w (mu) cn {mu) dn {mu) 

sn [ZmU] = :; s — Yi — ^; 

tck \ cn' (mu) — dn* {mu) sn* {mu) 

cn (2wm) = ^^ — i 5 — r-7-Ar — ^ — - 

^ ' 1 — c* Ä»* {mu) 

.^ . dn* {mu) — c» cn* {mu) sn* {mu) 

an [Jmu) = :; = — r-, — V 

^ '' 1 — c'* 571* {mu) 

lUs diesen Gleichungen kann man nun 
3 der drei elliptischen Funktionen für 
lente durch die drei elliptischen Funk 
I Argumente ableiten und es werden di 
nmenden Coefficienten , wie man leicht si 
ionen von c^ sein. Die allgemeine For 
cht schwer zu erkennen. Denn entwii 
t von sn{nu), cn(nu), dn{nu) festzustellen! 
In für die Vervielfachung mit 2, 3 und 
sn u 



2u = 2 cn u dn u 
2u = 
2w = 



1 — c^ sn* u 
1 — 2 sn* u -{- c* sn* u 

1 — c* sn* u 
1 — 2 c* sn* u-^- c* sn* u 



1 — c* sn* u 



^ S — 4:{l+c*)sn*u + 6c* «: 

1 — 6 c* sn* u -]- 4:C^ (1 + c ) 

o 1 — ^ sn* u -\- 6c* sn* u — 4c* i 

öu — cnw i _^ Qc* sn* u + ^* {1 + c*) S7> 
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1 — 4c* sn^ u + Qc^ sn* u — 4c' sn^ m + c* sn^ u 
" ' 1 — 6c2 sn* u + 4c2 (1 + c«) «n« u — 3c< sn"^ u 

u — S{l + c^)8n^u+20c^sn^u—S{l — c^)c'^sn'^u — 20c*sn^u 

. - f 8 (1 + c*) c* ^ w " u — 4c<^ sn^^ u 

sn 4t/ -^ _ 2Q^g 5„4j^_^32 (1 -j-c2) c« sn« M — 2 (8 + 29c* + 8c<) c« «n^w 

+ 32 (1 + c«) c* *n»OM — 20c« sn>^u + c» «w^«m 

l-8Än2M+(8+5c«)Ä7j*M— 8(3+4c2)c2Än«M+2(27+2c»)c<*n^ 
_ — 8(3+4cg)c^Aw«0t< + (8+5c*)c*gw<gM — 8c« s »^<M+c8 gw'«M 

"" 1—20 c« 5n»M + 32 (l+c*) c« */i«m— 2 (8 + 29 c*+%c*) c« «««m 
+ 32 (l + c*) c< 5n»0i^— 20 c« «n^M+c« sn^^u 

1 _8 c**n«i<+4 (5+2c«) c«««^!/— 8(4+3c«) c**«« «+2 (8+27c»+3c4) c^arn*'« 
— 8(4+3c2)c*jyyi<0M+4(5 + 2c*)c«^w<*M~8cS^<^M+c«^n<«M 
" 1 — 20 c« «n^M + 32 (1 + c«) c* «w« m — 2 (8 + 29 c* + 8c<) c« «w«z^ ' 
+ 32 (1 + c*) c* 5n«o?i — 20 c« «n^^w + c» ««»« m 

5 ist somit der Zähler von sn 2u von dem Faktor cnu.dnu 
len eine unpaare Funktion von snu vom Grade 2^ — 3, 
inner eine paare vom Grade 2^ der Zähler von sn 4w von 
Inu abgesehen eine unpaare Funktion von snu vom Grade 
\, der Nenner eine paare vom Grade 4^; für cw2m, dn2u 
ähler und Nenner paare Funktionen vom Grade 2-, für 

dn 4m vom Grade 4^. Ferner. ist der Zähler von sn 3m eine 
e Funktion vom Grade 3^ der Nenner eine paare vom 
3^ — 1; die Zähler von cn 3m, dn 3m, resp. von den Fak- 
?WM, dnu abgesehen, paare Funktionen von snu vom Grade 

, die Nenner ebenfalls vom Grade 3^ — 1. 
ir wollen zeigen, dass das aus diesen Ausdrücken leicht 
nehmende Entwickelungsgesetz für die elliptischen Funk- 
von vielfachen Argumenten allgemein richtig ist. 
IS Gesetz lautet folgendermassen: 

3r Zähler von sn 2k u ist von dem Faktor cnu , dnu ab- 
1 eine unpaare Funktion von snu vom Grade (2k)^ — 3, 
nner eine paare Funktion vom Grade (2k)'^. Für cn 2k u 
n 2ku sind Zähler und Nenner paare Funktionen vom 

(2Ä)2. Ferner ist der Zähler in der Entwicklung von 
j- 1) M eine unpaare Funktion von snu vom Grade (2^1:+ 1)2, 
inner eine paare vom Grade (2k +1)^ — 1 ; die Zähler 
(2^ + 1) M, dn {2k + 1) m sind resp. von den Faktoren cn u, 
gesehen paare Funktionen von snu vom Grade (2A:+1)2 — 1, 
nner ebenfalls vom Grade {2k + 1)^ — 1. 
n dieses Gesetz allgemein zu beweisen, nehmen wir an, 
de bis zu einer bestimmten Gränze, bis zur graden Zahl 
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2m und zur uiigradeii Zahl 2m + 
werden, dass es auch (ur die nä< 
die nächste ungrade Zahl 2m -(- 3 
wir diesen Beweis nur für die Fun 
Stelle durchführen; genau dieselhe 
Funktionen angewandt zum gleiche! 

Bezeichnet man nämlich mit 
Grades von snu mit nur ungrader 
mit fs eine Funktion ä^®" Grades i 
snu, so wird die erste der Gleichur 
für m gesetzt wird, in 

sn f (2m + 3) u) = • ^ — 

übergeht, für die Annahme, dass ti 
eine ungrade Zahl, die Form anne 

(a) sn ((2m + 3} w) = ^ 

1 — C2 

Somit wird der Grad des Zä 
graden Potenzen von snu fortschre 

2(m + 2)2+2(m-f 1)2— 1 = 
und der des Nenners, welcher ein 
2 (m + 2)2 _ 2 + 2 (m + l)2 = 4m 
sein. 

Ist umgekehrt m + 2 eine ur 
Zahl, so lautet die obige Gleichunj 

iß) sni{2m + S)u) = —^ 

1 — C2 

und der Grad des Zählers, der na< 
fortschreitet, ist: 

2 (m + 2)2 — 1 + 2 (m 
der des Nenners, welcher eine gei 

2 (m + 2)2 + 2 (m + 1)2 - 
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also das bis zu einer besliiiimteD Gräaze hin al 
ine Gesetz allgemein bewiesen*), 
rhalten somit für sn nu, wenn n ungrade ist, di 

Ol snu -^ a^ sn^u -\- + ä^« sn" h 

1 + ^2 «n*M + ^4 sn*u -\- + ^i.'s—i ***" ~~^*^ 

n grade, die Form: 

ÄTj «WM + ÄTj sn^u + -j- ^?^2_3 sn"' 



i = cnu dnu 



l + 6j sn^u-\-b^ sn*u-]- 1- 6^ sn' 

drücke, da sich in beiden Fällen für u = 



(sn nu\ 



ein ungrades n in: 

snu -\- A^ sn^u -\- A^ sn'u -\- -|- A^i sn* 



n cn u dn u 



1 + Z>2 sn^u + Z>4 STi^ M + + Z>^,_j sn"- 

n in: 
snu-\- A^ sn^u + A^^ sn^u -\ — • • + A^'i_ 



ein grades n in: 



1 + />2 sn^u + 7)4 sn*u -\ \- D^^ 



maiu um Bestimmungsgleichungen für die Coef 
, in den Ausdruck von sn nu für ein ungrade 

u + i C statt «, 
lan, da 

sn iu 4- i C) = -^ 

sn [nu + w* ^ ) = 

j ' ' c sn nu 

^ende Gleichung: 

— *— + A., . ---V+^5 • --^- — I h^«^ • 

csnu ' '* c-^ÄvrM ' " eWn'^w ' ' 



ivill bemerken, dass die zweite im nächsten Par 
Qde Methode für die Multiplication der elliptische 
)bige Form der Ausdrücke unmittelbar liefern wi 
on bereits hergestellten einfachen Multiplicatioi 
braucht 
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oder: 

snnu= 



«»'-l o«»»'-! ..!_># «»'— 3o«»^— 3. 



Die IdeDÜficirung dieser Gleichung mi 
erhaltenen giebt die folgenden Beziehungen 
cienten des Zählers und Nenners: 

n An"^ = — T- oder A,^ = 

n A^T. n 

n ^„»—2 = — j- ^ oder c J).^ = n 
n An-^^i = — -^ c oder c D, = n 



n A^= ''" c^ oder c^ />«'— 3 = « ^, c 
« = '* oder i>n'^i = w c ^ . 



Vergleicht man die Coefficienten im N( 
mehi, so erhält man dieselben Relationen. 

Ferner ist unmittelbar aus den Form^ 
sehen, dass im Nenner von snnu, wenn 
ist, die niedrigste dort vorkommende Potei 
ist, dass also in unsern Formeln 

^2 = 0, 
also auch nach den obigen Relationen 

^,,2_2 = 

wird. 

Die noch unbestimmt gebliebenen Coe 
welche, wie wir wissen, ganze rationale Fi 
lassen sich berechnen, indem man die Gl( 
dem Nenner der auf der rechten Seite ( 
rationalen Funktion von sn u multlplicirt u 
Potenzen von u entwickelt. Wir werden sp 
auf andere Weise bestimmen. 
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um IUI' sn nu, wenn n grade ist, ähnliche Relationen zwi- 
schen den Coefficienten der rationalen Funktion von sn u herzu- 
leiten, substituire man wieder 

M + « C' statt u. 



dann wird 



also 



sn (u + t C") = — 
cn {u + I C) = 



c sn u 



c cnc u 
dn (m + t C) = — i c in u, 

sn [nu -f- ni C') = sn nu, 
grade ist, so wird sich aus der obigen Gleichung für 
urch diese Substitution die folgende ergeben: 

1 _l -^8 _J_ ^5 _L _L* ^«''— 3 



.-L_i^8 I ^—4 1 

n cn udnu . 



csnu^ c^sn^u ' c^sn^u ' c^^^~~^ sn"^~^u 



C s«2„ + |. + _^1_ + ....+ _^__ 



— n cnudnu X 

man wieder durch Vergleichung mit dem oben gefundenen 
ke die folgenden Relationen zwischen den Coefficienten 
ilers erhält: 

« = ^ — - oder — ^ = — 1 

n^3 = -^—- oder -^— - = - ^3 



^n^-5 = Ji oder —j: — ? = — A'-5 

^«»-3 = n ^^^^ "n — = — ^««-3» 



der ersten und letzten Gleichung: 

i>»'' = c2, ^„2«3 = C '^ . 
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Ebenso liefert die Vergieichung d 

n ^"^-^ 






wovon die letztere Gleichung für JD^^ de 
Werth ergiebt. 

Da endlich auch hier />2 = ist 
Gleichung 

/)„._2 == 0. 

Man erhält somit für den Zählei 
nalen Funktion von snu die Verhältn 
gleich weit vom Anfang und Ende abs 
sie selbst wieder durch Reihenentwickl 

In derselben Weise kann man o 
Funktionen der drei elliptischen Tranj 
entwickeln und ähnliche Relationen z 
die wieder ganze rationale Funktionen 
derselben Methode herleiten. 

§ 30. Herleitung der Multiplics 
Transformatic 

Ich gehe nunmehr zu der Behandl 
der zweiten Methode über, welche sich 
i'ormation stützt und mit Hülfe derer 
formein unmittelbar aus den oben ent 
ausdrücken herleiten lassen. 

Ich bemerke zuerst, dass es zu 
Integral ausgeübten Transformation n* 
die Transformationszahlen 

«0» «1» ^)' ^ 
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^... mag, stets eine andere Transformation n^**" Grades 

giebt, welche das transformirte Integral wieder auf ein Integral 
mit dem ursprünglichen Modul zurückfuhrt. Denn da der Modul 
sowie das Argument der transformirten '^- Funktion durch die 
Ausdrücke bestimmt werden: 

"" = «-T--^ • '' = ZT^V^ = ^"" + "'^^ *'• 
so wird offenbar die durch die Transformationszahlen 

gegebene Transformation w**^" Grades, wenn t und \) Modul und 
Argument der neuen transformirten '^- Funktion bezeichnen, die 
folgenden Beziehungen liefern: 

. ftp + ^i^' ,, 

* ' j » v — 



oder mit Benutzung der oben für x und v gefundenen Werthe: 

/ = T, \) = — WtJ. 

as neue transformirte O lautet somit: 

% [nvy t). 
ennt man nun diese zweite Transformation die zur ersten 
mentäre, so erhält man den Satz, dass man durch An- 
ng einer Transformation und ihrer supplementären zur Mul- 
Lion gelangt.*) 



Es ist nicht unwesentlich, zu zeigen, dass unter den Trans- 
ionen, die zu einem bestimmten Grade n gehören, im Allge- 
i keine vorkommt, welche den Modul t, der beliebig sein soll, 
ndert lässt und das Argument mit einem Multiplicator behaftet, 
nmittelbar die Multiplication liefert, 
nn da 

«1 T — b^ 
sie, wenn dies der Fall wäre, für dieses System von Transfor- 
szahlen 

^0 — «0 T 

T = 

«1 T — Ol 

der 

/TiT* + («0 — ^»,)r — Ä>o = 

es beliebige z befriedigt werden. Daraus würden aber für die 
jrmati(»nszahlen die Bestimmungsgleichungen folgen: 
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Wir wollen nun die beiden einfac 
wählen, die successive auf ein bell 
angewandt die Multiplication liefernr. 

Wendet man nämlich auf die 0*- 

die Transformation w*®" Grades an, v 

1 
n 

repräsentirt ist, so sind das Argumen 
formirten '&- Funktion durch die Glei< 

/ T , 

T = - , V • 
n 

und es lässt sich nach Früherem 

(•■ % 

als ganze homogene Funktion w*®° G 
des vorgelegten Integrales ausdrucki 

% iv, -\ die durch das Schema 

n 
1 

dargestellte Transformation an, für ^ 
O- Funktion in den n- fachen und das 
n ' fache des früheren übergeht, so wi 

^ {nv, x)ß, 
welche sich wieder als ganze homo 
zweier -O- - Funktionen von der Form 



^ 



*(-o. 



welche in der That für x wieder den ^ 
mirte Argument v den Werth: 

/ nv n . V 

bi — a^T bi 
liefern, während 

71 = V 

wird. Wir sehen somit, dass nur, wenn 
ein vollständiges Quadrat ist, die Multi 
mationen selbst vorkommt. 
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lässt, als ganze homogene Funktion des n^^^° Grades 
rsprünglichen <& - Funktionen 

^ {v, t) 
ssen. — 

selbstverständlich, dass wir bei der wirklichen Aus- 
Multiplicationsformeln nach dieser Methode, sowie es 
isformationstheorie geschehen, den Fall, in dem n 
u dem, in weichem es grade ist, sondern müssen. 

eine ungrade Zahl, , 

;h den Gleichungen (7) — (10) des § 24, wenn dort: 
«^ = w , öj = 0, 6q = 0, 6j = 1 , 
CO = 6| — a, T = 1 
, und m eine zu n relativ prime Zahl bedeutet: 

'('•o.K"^)>(-):-'(-o>(-):] 
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="(<-).['(-o>("-o:-K- 

und wenn 

und p eine zu n relativ prime Zahl bede 
selben Formeln: 

....[nv,r),-&(^^.?^^,ry-&{v,r] 
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Mit Hülfe dieser Ausdrucke lassen sich offenbar die vier 
-9^ -Funktionen 

(nv, t)o 

ganz und rational durch die vier O- Funktionen 

ausdrucken; und zwar sieht man unmittelbar aus den oben auf- 
gestellten Formeln, dass sich 

d' [nv, t), und ^ [nv, x)q 
als homogene ganze Funktionen des w^^*'" Grades von 

^ [vy t)i und ^ [v,t)q, 
dagegen 

d'[nv,x\, ^{nv,x).^ 

sich als eben solche Funktionen von 

^(r, r),. ^[v,z)^ 
darstellen lassen. 

Statt nun zur wirklichen Ausführung dieser Rechnung die 
in den letzten vier Gleichungen gegebenen Ausdrücke in die ersten 
vier einzusetzen, wollen wir ähnlich wie in der Theorie der 
Transformation eine ganze homogene Funktion des n^^«" Grades 
von Q^ {v, t)j und d^ (v, t)q bestimmen, welche für dieselben Werthe 
;. des V verschwindet, die ^{nv,T)^ zu Null machen, 
wird aber offenbar 

& (nv, Tji 
»binden, wenn v die Werthe 

m -\- ni t 
n 

it, worin m und m alle Werthecombinationen aus den 
^n Zahlen beigelegt werden: 



0, + l, + 2, ...+ 



2 
n — 1 



2 

die Zahl dieser Werthecombinationen grade w^ beträgt 
3se ausserdem wesentlich von einander verschieden sind, 
licht bloss um ganze Zahlen oder ganze Vielfache des t 
iterscheiden, so wird man die ganze homogene Funktion 
rades der Grössen ^[vyx]^, '^ (^» ^)o unmittelbar bilden 

g-sberg-er, Transf. 9 
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Zwölfter 
im man alle die We 

tan nun je zwei d( 

tzte Wertlie der Arg 

die folgende Gleicl 

e Werthe 1, 2, .■ 

^ •• ±^-i~' ""^ 
1,2,3,...'^ ai 
n in derselben Weil 

, wollen wir deren A 

r '9- (nr, t)j durch i 

m nämlich 

- für V, also nv -^ 
[): 

irt man ferner 

- für V, also wv — 



IV, 1)2 

ergiebt sich durch I 
— für V, also nv - 
ten dieser Gleichun{ 
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m' wieder die eben näher bezeichneten Werl! 



5 erhält man, wenn man z. B. in der zweit 
das Argument verschwinden lässt, in der Forr 

n— 1 

. (- 1) * 



<-'n^(r^)l' 



nun die beiden ersten Gleichungen dun 
wenn man im Zähler innerhalb des Produkt 
irt: 






77 






2Cv = u 
1 — 



2 /2Cw+2CVi 



) 






}> 



Tür u = hieraus die Bezieiiung ergiei>t: 

«-1 



«2 l 

'2Cm + 2Ctoj\ -g- 



Gleichung über in 
1 — - 



nu 



n 



/ 2Cm + 2C'mi \ 



sn^ 



«90 {^Cm + 2CWi\ 
1 — c^ sn^u sn- I ' I 



■ man aus den oben aufgestellten '9" -Forme 
rgument: 

9* 
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n 



\ 



er Relation: 

(?)- = n 



cn 



= dnu 



n 



n^ A 



mn^: 



, 2 = II dn-- 



77 



[le grade Zahl, 
uerst wiederum die 



I 
ransformation auf di 



lern Modul — an, so 

n 
m, = — 1 , 



m = n, q : 
m grade und q ur 
nktion durch Gleicht 
t somit: 

*(-^), *(•■•). 

'+«,»(..J)V(.,J 

rd für mj^ = — 1 , 

ni = , q = 
q ungrade, und dah( 
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-. »--•*(''J)/('-J).x 

[,(.i);-v.,»(..j)x..i):v..-+..-..(..j):-']. 

Für. m^ = 0, ?i^= 1 wird 

m == «, q = 0, 
also tu und q grade, und daher nach Gleichung (27) des § 17: 

endlich für m^ = 0, w^ = 0, also m = 0, q = nach der- 
selben Gleichung: 

»(„,,,), - f.»(..j)" + ß, ^{'-iyj' »('•^)' + •■■■ 

i^endet man ferner auf die ursprüngliche /O*- Funktion mit 
j'gumente v und dem Modul r die durch das Schema 

1 

n 
ßntirte Transformation an, so wird man, wenn man genau 
selben Weise verfährt, aus den Formeln des § 17 die 
Üen Gleichungen herleiten: 

[d' {V, t)p'* '^-{-a^^iv, TJo"""* ^ (t;, t), 2 -|- . f- an-2 ^ (v, t) i""^] , 

[/(t;, 1)3"-' + b,& (v, TJa"-" ^v, t)^'^ + .... + bn-2 ^ {v, r)^'"'] , 
^)^ = yo ^(^^ V + ^2 ^(t'» V^(^^^)i' + •••• 

'^ = ö, ^(t;,T)o'* + d^ ^(t;, V ^iv,r),\+ .... 

US der Zusammenstellung dieser Gleichungssysteme ergiebt 
amittelbar, wenn man beachtet, dass 
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Zwülftcr Abscluiitt. 

,2, ^ (v)^'i durch & (t;^, 
n ausdrückbar sind, das 

r)o '^(t7,T)i '6'(t;,T)2 0(y,T). 

ne Funktion des n^ — 4 

in graden Potenzen in 

ie Formel durcli wirklicl 
r wieder die Nullwerlhe 

^ (nv, t)i 
eine Funktion von der el 

erthe dieser Funktion di 

n ' 

eiiebige ganze Zahlen sin 

i: 

nen jede einen der Fakt 

^WO' '^Wl» '^W2> ^ 

, «^ — 4 wesentlich von 
fzusuchen haben , für 
wird. Diese sind offen 
Wahlen : 

m : +1, 
:(|~l) m':0, + l, 

i : —1,-2. 



Digitized by 



Google 



e Multiplicatiou der elliptischen Funktionen. 135 

,....+ (f-l) .:-l.-2....._(f-l) 



n 



2 
m':+l, + 2,-...+ (f-l) 

, wenn man die- linearen Faktoren, die sich nur 
rzeichen des zweiten Summanden unterscheiden, zu- 
der Ausdruck ergiebt: 

: und m alle- Com binationen aus den folgenden Werth- 
lulegen sind: 

m:l. 2,.... |-1, 

....»_!, „,.o,±l.....±(|-l).|: 

hieraus der Werth der Constanten M in der folgen- 
stimmt: 

(- 1)^ n 



M = 



jleichung: 



) 



^ ^)' " ■^v),9(v\^v),»{jo)iX 



ii ferner aus den oben aufgestellten Gleichungen, 

d' {nv, t)q 
ganze Funktion des w^^*^" Grades der Grössen 

•d, welche nur in graden Potenzen in dieser Funktion 
1. 
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Zwölfter j 
un wird aber diese Fuukti< 

nv = — -^ m -^ m' 
ür 

27W + 



V ■' 



ir für diese verschwinden, 
m und 2m + 1 die foiger 

: 0, w, 2m 

1 : 1,3,5 n-^l, 2m 

Eichung statthaben: 

sich für die Consta nie M 

^0 = S 

iher: 



^)o= ^-^^ 



genau derselben Weise e 

den Zahlen 2m + 1, 2;/ 
ind: 

L : 1,3, 5,.,..M — 1, 2m 
: 0, w, 2m' 

dlich: 
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satiou der elliptischen 


Funktione: 


(- 1)^ *3 




/(2m+l) + (2»r + l)t:\2 


\^ in 


;. 


l)+{2»-+l)^2 


X2m+1)H 



2« ^ ^^^-^o "V ^ 

- 1 , 2m + 1 alle Werthecomb 

1, 3, 5, . . . . n — 

fl, + 3, + 5, ..,,±[71- 

von diesen Multiplicationsforn 
jion zu den elliptischen Funktio 
\Y, so erhält man für den Fal 
lungen : 

u unu — ^ ö^ 

fsnhi 



7{'-.^ 



(2to+1)C+2;«'iC'N 



-tr 1 ^^A r 

J { ;/ 2'»C+(2CT'+l)tC' 



{sn'^u 
^ j 2mC+{2m'+l)iC\ 

w, 2m'; 2m -j- 1, 2m'; 2m, 
lie oben näher bezeichneten V 
ad. 

iiltiplicationsproblem für ungra 
des Argumentes erledigt und 
dieses Abschnittes gemachten 
toren überhaupt. 
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38 Zwölfter Abschnitt. 

§ 31. Die oomplexe Multiplicf 

Nachdem in dem vorigen Paragraphen ge2 
ir jedes r eine Multiplication mit beliebigen 
plicator existirt, wird es sich nunmehr d{ 
ntersuchen, ob es nicht für gewisse speciel 
[ultiplicationen giebt, d. h. ob sich nicht füi 
es r die elliptischen Funktionen von Argume 
issen reellen oder complexen Multiplicatoren l 
raisch durch die elliptischen Funktionen mit d 
lenten ausdrücken lassen. 

Nun wurde aber im § 28 ganz allgemein g( 
berhaupt eine algebraische Multiplication mö 
ine Lösung der quadratischen Gleichung mit 
cienten : 

m'st'^ -|- 2r[rm' — ms') — Amr 

ün muss, welche, wenn sie identisch befriedig 
die rationale reelle Multiplication lieferte. 

Wird diese quadratische Gleichung jedoc 
efriedigt, sondern ist t eine Lösung derselbei 
ills nach der Auseinandersetzung des § 27 
'ransformation statt für die DifTerenzialgleichui 

dx ady 

^ K(l - a?«) (1 — c^x*) ~ y{l — y*) (1 - 

. h. eine algebraische Multiplication mit der 

her dessen Form sich Folgendes aussagen läsi 

Wir bemerken zuerst, dass die Existenz der al 

)rmation, von den Gleichungen zwischen den P 

reiche durch die quadratische Gleichung, der i 

rt werden, noch an die Bedingung geknüpft 

mrn {rs^ — rs) > 0. 

Es liefert aber die quadratische Gleichung 

_ __ (rm' — ms') ± f/irm' — ms'Y + 
ms 

{rm — ms) + y{rm' -\- ms')^ — 

m s 

ud die obige Bedingung ist somit bereits i 
alten, welche von dem vorgelegten Integrale 
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tion der elliptischen Funktionen. 1 

reelle Theil von 4 eine wesentlich po 

»rmeln des § 27 für den Multiplicator 
C= K, t' = T 

, * . T [2ms — smx) , 

[rs — r s) ^ ' 

sichtigung des obigen Werthes von x i 
!xe Form: 

nale Zahlen sind, und wobei es wesei 

dass a.^ nach dein Obigen wegen d 

!S ^ nicht verschwinden kann; es exist 

sserdem nur noch eine complexe, kei 

cht zu sehen, dass jene quadratische Gl 
lach den eben gemachten Auseinandi 
och der Beschränkung unterworfen wii 

wesentlich negativ ist, die nothwendi 
ung für die complexe Multiplication Hefe 
itische Gleichung mit ganzzahligen Co 
i setzt man, wenn A, B, C drei beliebi 
1, 

5 = 4, m = Ay m = l, r'= — C, 
hung über in: 

t2 + ^T + C = 0, 

rs — rs) = ^AC > 
ilhalten, dass die Determinante der Gli 
gativ sein soll. 

den Satz über die complexe Multiplicati 
eben : 

inzzahligen quadratischen Gleichung r 

so findet stets und nur in diesem Fa 

iptischen Funktionen eine complexe Mi 
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Dreizehnter Abschnitt. 

Borie der Modulargleichungen der 
elliptisclien Funktionen. 



Leichung zweier verschiedener analytischer Aus- 
f/^y wenn der Grad der Transformation eine 
Primzahl ist. 

t)en im § 24 für die Quadratwurzel aus dem trans- 
egralmodui bei einer Transformation unpaaren Grades 
Q Ausdruck gefunden: 

= (Fe ) Isnc — snc snc — ^ J . 

^^ ^ \ n n 2 n ) 

wir nunmehr im Folgenden m = 2 *) und . ziehen 
eiten die Quadratwurzel aus, so ergiebt sich, wenn 
ch die eindeutige ^Funktion von r fest bestimmten 
itet und mit v der aus der obigen Formel resul- 
^ von ^Ä bezeichnet wird, der folgende Ausdruck: 

f4/~\n 2cö 4cö /(n — 1)(»\ i^. 

(yc) snc -snc - .... snc [^—^ j . . . (1) 

sich später zeigen wird, als Lösung der nachher 
en Modulargleichungen eine wichtige Rolle spielt. 

ite eine zu n relativ prime Zahl sein. 
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ilargleichungen der ellipt. Funktionen. 



n 

|) ^ ^^^ 2C(;i-3)(t-16|) 



Präsentanten entsprechende Werth 



lon von 






z - 


-16S 




n 




<i = 


^«w 



jke (2) und (3), von dem Vorzeiche 
enlisch sein müssen, so wird mai 
1 specielles c mit einander zu vergle 



71 n 

zung nach q zu, n relativ, prim ist, ur 

71 — 1 

2-9, 3-y, 2""'^ 

len die — - — verschiedenen Reste 

)ine grade Funktion von u ist, 

; des » unverändert, welchen der une 
auch wählen mag. 
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144 Dreizehnter Abschnitt 

und ans dem Quotienlcn dieser beiden 
zeichen herzgleiten. 

Wählt man zu dem Ende c unendlicl 

lim q = lim e^*' = lim e 

lim q = lim e^^*= lim e ' 
ist, so wird sich aus der bekannten Gleic 

snc = T^ ' Vq ^0% X t l 

für unsere Annahme die Beziehung 

lim 5;jc = lim :,^yg 



ergeben und hieraus, wenn der Reihe na 

n \ n ) \ 

gesetzt und die s^o entstehenden Ausdrück 
cirl werden, die Gleichung folgen: 

= lim ~^— • P, 

■ Vif 

wenn 

hm cos TT I * 1 cos27c i — ^ j .... cos 

bezeichnet wird. 

Da nun ferner der im Ausdrucke für 
von ^c nach der früheren Bestimmung d( 
Funktion von r definirte sein sollte, also 
die obige Annahme durch den Ausdruck 

lim ]/'c == 2^ Um ^q 
gegeben ist und ausserdem aus der Gleicl 
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9 2 

lim^ ^4=?— = 1, 



t; = lim 2 2 . ^^^ . />, (4) 

1 die GleicliuDg (3) als eindeutige Funktion 
erlh von j/k durch den Ausdruck bestimmt 

/k = lim 22 . y /'V n ) .... (5). 

ng der beiden Werlhe v und f^k ist es nöthig, 
oder den Grenzwerth jenes Cosinusproduktes 



^\ >, e ^ ** ^ A- e V " / 

') = »ni ^ +/- 



-i (^i + ,M-^J') 



.,..+s+...+"-i)(^-=i^')_ r(=T^)C-t^" 



«—1 
die Gleicliung (4) in 

1 7mti /n»— 1\ . ^(n^-l\t ' 
-r - — l T^ I^Ä« 21 liTTi 

22^8 . ß \ 8« / . P ^ " ^^ 

1 TT«! _ 2^ni 

1 22 . e»« . ^ " . . (6) 

, wenn man den Quotienten aus (5) und (6) 
lg ergiebt: 

ersichtlich, dass der durch die Gleichung (1) 
von v^ wie er unmittelbar aus der Trans- 

sf. 10 
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Dreiz< 

ationstheorie hervorgeg 
t äquivalenten Klassen, 



estellt sind, denjenigen 

oben näher angegebene 

also für diesen Fall, n 

s (s. § 11) 

V = 

Was nunmehr den dur 



benen Repräsentanten d 
erden für 



»eiden miteinander zu ve 
jleichungen bestimmt s 

4( 



V 






[1 



<l = 



etzen ist. 

Um wie vorher für unen 



nden, leitet man aus d 

) Es ist auch hier wie < 

h von — : 

n 

p + q 

n 
i p und qn zu einander re 

t, wie wenn für der e 
zt wird. 
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luD snc = lim 



v^ 



q . cos X, 



arin der Reihe nach för x die Werthe 

2» 4» (n — Dar 



folgende Gleichung ab: 

8C 2r;i— 1)C 

IC — snc — 

n n 



»—1 _?/ »-1 






2x 4« 
COS • COS 



COS 



(«—!): 



l3t 4w 

• COS - 



COS 



(« — D* 



1 . 

2^ 



;itive Zeichen gilt, wenn n von der Form 8v+ 1, 
live, wenn n von der Form 8v + 3 ist, für r den 



lim 



v = {^-^-.Xxm\q'. 



(10) 



lieh für ein ungrades n\ 
2« 



2j^^_l)(^.+2..eos^^+l).-. (x^+-2^rcos^-^^ 



enn man x == r — 1 setzt, 
« = 4y + 1: 

«1 
^ V > 2ä 4ä (w — 1) 7c 

= 2 " I cos — ■ cos — — cos -^^ 

n n n 



4« 



(n—l)n 



n — I 



70D der Form Sp -\- 1 oder Sp -\- o ist, und 
7i = 4v + 3: 
«-1 
~2~ ß^ ___ 2« 4« ___ (w — 1) Ä 



1 = 2" i cos — • cos 

n 

2n An 

er cos — • cos — — cos 



cos 
n 

(n — \)n 



= 4- 



1 



'on der Form ^p -\- 1 oder 8/> + 3 ist. 



2 2J 



10* 
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Dreizehnl 

em oben aufgest 
iVerthe von ^k 

]imfk = 
adratischer Rest 
1 pl^ uberein, i 
1(1 die beiden G 

[He von dem Rej 



Substitution abgc 

für die jene eil 

1 von f^ liefei 



(//c )" . 



snc 



4:C 



ammenfällt, ben 

/Ao — fto t\ 

«0 h — 
rade, a^ und Öq 

r nämlich in die 

= 71, a^ = 2h 

i der stets auflöi 

m n — 

Tgiebt sieb, we 



.(: 



16^ 7i2t_ 

- I» + 2hnT 

la der Transform 



n 
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eorie der Modulargleichungen der ellipt. Funkti^en 

luss, um in dem durch die eindeutige Funktio 

n Ausdrucke von yk den oben gefundenen Werl 
I, wird daher das folgende sein: 





n2 


2hn 






16 


m 


» 


er Transformation 






n 












1 




jndung der linearen Substitution 




n 


2ä 






16 


m 





1^ und es werden somit die oben betrachteten V 
ienjenigen tp übereinstimmen, welche zu den 1 

I 1 Ol \ n^ 2kn I 

I 16| n \ I 16 m \ 

eiche also in der folgenden Form dargestellt w( 

/t - (n—l).U\ / W—nH \ 

9^1, n )' 'P[-.m + 2knr)' 

1 n eine Primzahl, so sind die durch die Schei 

II Ol \ n Ol 
I 16| n I I 1 I 

1 Repräsentanten der nicht äquivalenten Klasse 
Irenden, und man sieht somit, dass sich für 
1 Transformationsgrad die durch den Ausdruck 



snc 



2(ö 



4c5 

snc — 
n 



snc 



{n — 1) (15 



Berthe des v für alle Repräsentanten der nicht 
assen auch in der Form 



32Ä= 1 



en lassen. 
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Dreizehnter Abschnitt. 



§ 33. Vergleichung zweier verschiedener anal: 
drücke für f/k^ wenn der Grad der Transf 
beliebiger ungrader ist. 

Ist n eine beliebig zusammengesetzte ungrade 
den zu den eben betrachteten Repräsentanten nid 
Klassen von der Form: 







n 






1 



1 
16| n 

noch andere hinzutreten, welche durch das Sehern 

/ 

16 1 i' 

dargestellt werden, worin t ein Divisor von w, l' 
eine der Zahlen 0, 1, 2 ... /' — 1 bedeutet, jt 
schränkung unterworfen, dass /, 5, ^ keinen gem( 
ler haben; es sollen nun auch für diese Repri 
Werthe, welche der Ausdruck 

V = [J/c ) . snc — . snc — .... snc 

liefert, mit den Werthen von }/k, welche durch d 
Funktionen der transformirten %^ - Moduln bestim 
glichen werden. 

Statt nun die Transformation 

16 1 

unmittelbar anzuwenden, wollen wir, was nach § 
nach einander die beiden durch die Schemata 
/ 1 

1 16^ r 

repräsentirten Transformationen ausführen und d< 
Funktion von r' gegebenen Werth von Yk in de 
zu erhalten suchen, wobei wir für den Augenbli 
dass I und t keinen gemeinsamen Theiler haben, 
oj, welches zur Transformation 

/ 

16^ /' 
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ler Form 



151 



/ T — 16 5 



5t. 



Yendung der ersten Transformation 

t 

1 

« = 1 

der dem obigen v analoge Wertli der 4^*^" Wurzel aus 
[ntegralmodul mit n* bezeichnet wird, die Gleichung: 



snc 



r — , c\ Stic I—, c\ snc ( ' ^ — . cU 



durch die eindeutige Funktion des neuen «^-Moduls 
rth eben dieser Grösse nach dem vorigen Paragra- 

ird. 

net man nun das zwischen den Gränzen und 1 
transformirte Integral mit C, , den zugehörigen In- 
mit A und den «^-Modul mit t, , so wird nach den 
nandersetzungen die nunmehr angewandte Transfor- 

1 

16 1 r 

ch die eindeutige Funktion des «^-Moduls definirten 

^/k den folgenden in der Form des früheren v sich 

Ausdruck ergeben , den wir mit Vj bezeichnen wollen : 



w 






iktor 



© 



ckes giebt den durch die eindeutige Funktion des 'O'-Mo- 
Werth von fü. 
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5: 

- t • r, t . t' = i 

Itiplicator der e 



«[¥(-,^>]-'«[¥('-=^ 

Nun ist aber nach den Form 
ruc 



dn 



a 



[• 



«,2 UkC (^-^ 



, r2 «— 1) c 
mc' , c 



P 



und nach (11) des § 4: 



( 



5wc2 _£ 5;|2 4^^ 



1 — c^ 5«C^ -^ • <^«2 



5W* 



°»("(^-')+¥X- 
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Theorie der Modulargleichungen der ellipt. Punktione 

daher der vorher ermittelte Ausdruck für r^ in ( 
über: 

-) {y^ T ' ^^ i-j' n • ^''c [y ' ^ 1 • • • *«^ r 7 ^ 



/-l 
2 

2 

ch in 



-(})(*'cr./7»,c[4e.('^.'«).c]. 



e=I.2,3. "-' 



2 

lit ersichtlich, wenn man erwägt, dass | und i zu 
tiv prim und wenn q ein Vielfaches von t' bedeu 
ite der snc von der Form 



4:pC 
l 



II erhält somit 
t)(M-.„c[4c(!l=»l).o]».. [80(11=-!: 



. . 5IIC 



»st man nun die oben gemachte Bedingung falle 
'elativ prim (wodurch sich das o des transformir 
seiner einfachsten Form 

fr— 161 

so wird das Resultat dadurch nicht geändert. Den 
ersten Transformation 

/ 

1 
hende © unverändert in der Form 

a) = l, 
dagegen für das zur zweiten Transformation 
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1 
16J i 

gehörige, wie es nach den im vorigen 
Auseinandersetzungen gestattet ist, 

5^ T, -f- P ^' — q . 1^ 
worin pt' — q ,lQ^i\x q,t relativ prim is 
p r — 5^ . 16 § zu q relativ prim), so win 
tenen Ausdrucke für Vj das Argument voi 



^C(k(^'- 



r + pt'-q .1^^ 



lauten, und v^ vermöge der Eigenschaft, da 
p t — q , 16^ zu q 
relativ prim ist, in die Form 

''. = (t) (^")'' JJ ^^ '^ ^ (- 

oder, da v^ den als eindeutige Funktion 
von p/k bedeutet, in 

umgesetzt werden können, wenn 

o) = q t -\- p l — q . ; 
und 

p t' — q . 16^, q I 
zu einander relativ prim sind. 
Hieraus folgt, da: 

/A/—\n 2<ä 4(0 

V =={y c ) . snc — . snc — 

für jeden durch das Schema 

t 

161 r 

dargestellten Repräsentanten der nicht ä 
Beziehung 

oder 

welche zu gleicher Zeit die beiden im v 
fiindenen Relationen mit einschliesst. 



Digitized by 



Google 



r.)-(l)K'-^-)' 



>rie der Modulargleichiingen der ellipt. Funktionen. 155 

man endlich wieder auf die durch das Schema 

t 

161 t' 

Transformation die lineare Substitution: 

l 2h 

16 m 

he 

w / — 32Ä = 1 

t man das neue Transformationsschema 

t^ 2h t 

16 ^' + 16 ^ < mt' -f 32Ä g 
die ip Funktion des transformirten x durch die Glei- 
imt wird: 

16 ^' + 16 jt—f^x 
- mt' — 32Ä g + 2Ä 

isdrucke sind somit auch die Form, in der sich für 
gen ungradzahligen Transformationsgrad die v für die 
Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen, in 
3 Zahl^ I, t, t' keinen gemeinsamen Theiler ha- 
en lassen. 

enz einer Modulargleichiing des n -f- 1^*^^" Grades, 
Br Transforxnationsgrad n eine Primzahl ist. 

esen Vorbereitungen können wir nunmehr zur Auf- 
Untersuchung einer Klasse von Gleichungen, der so- 
odulargleichungen, übergehen, die für die Theorie 
en Funktionen sowohl als für die Algebra und Zahlen- 
lohem Interesse sind. 

elt sich nämlich darum, diejenigen Gleichungen her- 
ren Lösungen die vierten Wurzeln *) der zu den 
Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen ge- 
;ralmoduln sind, und deren Coefficienten ganze ra- 

irten Wurzeln aus den transformirten Integralmoduln wer- 
später zeigen wird, durch die vorher definirten Grössen v 

Iso nur im Vorzeichen durch den Faktor f — ) von den 

3P verschieden sein. 
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teilen lässt, wenn f eine rationale Funktion bedeutet, 
n sicli, wenn 

= u . snc — - . snc — - .... ^nc ^ 

n n n 



n 2a}« 4a}.> 

= u . snc — - . snc — - 
n n 



{n — 1) w« 

snc '-^ 

n 



2€5 



1 = w . snc 



«H-i 



^c ^^ .... snc -^ 

72 n 



Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen entspre- 
V bezeichnen, eben diese Grössen auch in die folgende 
Ken lassen: 

2c5A n J 2ü52\ « J 2cD„^A 

snc — ^ j, v,^==u fisnc — -J v^i = u fysnc — -^1. 

htet man nun ferner, dass nach den Auseinander- 
des § 32 der Werth des v unverändert bleibt, wenn 
einem allgemeinen Ausdrucke 



n 2m(o 4mco 

V = u . snc . snc 

n n 



snc 



{n — 1) mcä 



n 



gend einen zu n relativ primen Werth beilegt, dass sich 
)q die folgenden gleichbedeutenden Formen ergeben: 



snc 



200^ 

n 

4e5„ 



^ snc - ^ , 
n 



snc 



(w-l)o5^ 



Q 



snc — ^ . snc — ^ 
n n 



snc 



(«-l)2cö^ 



»c2(»7i)j.».4(==l)4...,„„,„_„ (==!)«. 

ma/1 offenbar mit Beibehaltung der Bezeichnung der 
Funktion die nachfolgenden Gleichungen: 

(2c5A n^f 4cö,\ n r>( (n— l)e5,\ 

snc ^j = « f [snc - ^j = • • • •= u f[snc -^^J 

J 2(02 \ n n( ^^%\ n j,( C«— i)«2\ 

\^no n) =« /•(^*«c^*j= u f\snc^~^ *j 

J 2<»„^.A „ / 4<ä„^A , / (n-l)(ö„^A 



■■'^S? 



■■Vi 
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^h2lrC 



nn r eine positive ganze Zahl bedeutet: 

w— i 

s, a 

die Werllie 1, 2, ... , a die Werlhc 

t. 

r wollen nunmelir zeigen, dass die Gros 

2.V (ö„ 



yj2 J 

nzahl — — ist, niclit bloss um ganze > 
^on einander verschieden sind. Denn, w 
issten, jenachdem die beiden in Frage ko 
ind s die folgenden sind : 

r— 16^i, 0)2 == r — 16|.^, verbunden 



T — l'B^i, 0)2=1, verbunden mit s^ 
ehungen statthaben: 
r— 4.165i I, (7=4^2 /(T — 4.1652^2^4 

[7' — 4 . 165i li C = 4^2 -f 4«/? C + ^ 
en folgen wurde, dass 

s^ — 52 und s^ g, — ^2 ^2 

5j und 165i g| — «2 

theilbar sind, was offenbar, da s^ und i 
-1 sind, nicht angeht. Es sind somit all 

2s ä„ 



n 

en Argumente der snc wesentlich von ei 
össen, und da der Ausdruck 

i%mC + 4cvi iC'\ 



(' 



ganzzahligen Combinationen der m ui 
— wesentlich von einander verschiedene 
1 sich aus den Combinationen 
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rgleichungen der ellipt. Fui 

m : 

7n: 1, 2, 3, 



C?') 



jo wird sich die Grösse: 

-V2'' + - + V„+{ 

ische Funktion der Ausdi 

^ 4 7nC 4- 4 7n i C' \ 
. '^ / 

dts leicht aus den Formel: 

m 4 1/ + 1 , 

bigen Formeln will ich be 
nmC + 4. vi iC\ 

_ /4 fflC? 4- 4 w^ i C\ 

sn {nii) = 1 
h3: 

/4 wC + 4 7w' i r/\ 

''^H ^ ; 

^ , 4 7nC + 4m i C' 

^ "1 ^; 

n 

sn (nu) = l 

den rechten Seiten der obigi 
►nen von sn u jedenfalls Fa 
' 30) gebildeten Grösse 

1 — sn{nu). 

Faktoren, da das Different 
h schliesst, welcher eben 

vielfach vor, jeder von ih: 

1 w^'®'* Grade und — - — sol< 

'aktoren bereits gefunden s: 
u sehen, die oben festgeste 
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ilarglefchungen der' ellipt. Punktionen. Ißl 
iiner Gleichung n-f-l**^" Grades von der 

1 CoefOcienten rationale Funktionen von 

int man die zur Transformation w*«" Gra- 
ahl ist) gehörige Modulargleichung. 

für die Zusammensetzung der 
q> - Funktionen. 

ixistenz von Modulargleichungen für den 
der Grad der Transformation eine Prim- 
sein, um diese Existenz für jeden belie- 

rmationsgrad, der keinen quadratischen 

I, einen Ilulfssatz vorauszuschicken, der 
der qp- Funktion für zusammengesetzte 

fligt, 

chgewiesen, dass die Transformationen, 

Verth 

ransformationsschema von der Form 

- 16^p mq + 32Ä| 

ie Grössen m und h im Uebrigen beliebig 

[en mussten: 

np — 32Ä = 1 , 

arsteilung der Transformationen, deren 



^C'^-^-'') 



2h, p^ 
^iPi ^i9\+ 32Ä, §, 

r Bedingung unterworfen werden, dass 
,p, ~32Ä, = 1 

11 
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Wir sollen nun unter der Voran 
1 je zweien relativ prime ungrade 
eichen Werth die 9 -Funktion der 
immt, die aus der successiven Anwei 



2h p 






16^+165p 

ervorgeht. 

Da der durch die erste Transfori 

ich in der Form: 

^ ^ 16 y + 16 I 
^ 2 Ä p r — {m q 

rgieht, also der Ausdruck des (p für 
ransformation folgendermassen laute 

16y + 16gp 

I T — (-TW y -) 



/ 16 y 

/2\ I ^« *2Äpi 



^1 



(1)^^'^ 



2h pq^ 

q^[mq + 32 Ä g) 



(16y+16gp) + 16|i(>«yH 
2 Ä p ^1 T — ^, 

) wird die Transformation, welche 

on dem Faktor {—\ abgesehen liefi 

p,p'' + S2hp^, 

16pi(g + pg) + 16§i(m^ + 32Ä5) 
arstellbar sein. 

Sucht man nun diese Transformation aus der successiven 
nwendung der beiden folgenden: 

PPi [ j a ß 

orin 

aö — ßy=l 

ii, entstehen zu lassen oder mit der Transformation: 
' p Pi a pp^ß 

IQx ci -{- q qi y 16a; ß -\- ^ Q\ ^ 
ientisch zu machen, so werden, wenn dies möglich sein soll, 
ie folgenden Gleichungen befriedigt sein müssen: 
ppi a = pip2 _|_ 32Äp|i 

pp, ^= 2Ap^i 
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16 P, (y + P I) + 16 I, (« 5- + 
■ q qi ä = qi {m q -\- 32 h ^), 

i ß die Ausdrücke ergeben: 

« = p + 32|, .-^ . . . . 

^ = ^.*'-^ 

X, y, d den beiden Gleicbunger 

aö — ßy=l*) . . . . 

n, dass man die Gleichungen (1) 
ganze Zahlen befriedigen kann, 
n Transformation noch willkührli 
jer Gleichung 

m p — 32 Ä = 1 . . . . 

dass es durch P| und ^j tbeiüi 
. Und diese Bestimmung ist mög 
erth des h aus Gleichung (5), s 
rm 

V eine beliebige ganze Zahl bed( 

i der Voraussetzung nach keinej 
IS tv stets bestimmbar, und es v 
Werthe mit tvq bezeichnet wird, ( 
ruck 

(wo + /• . p) Pi ^, 

in f eine beliebige ganze Zahl 
Wq nicht selbst schon relativ < p 

J — ß y ^ i ergiebt sich , wenn mai 
Qit j3, die vierte mit a multiplicii 
ass sie mit (3) verbunden für die 
ungen eintreten kann. 

11* 
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SO wird sich jedenfaUs nach dem arithmetischen Hiilfssatze des 
§21 ein /* so bestimmen lassen, dass 

n^o + fP Z" ^ 

relativ prim ist, da p mit q keinen gemeinsamen Tlieiler hat, 
und es wird dann das so bestimmte 

Ä = K + /'p)Pi ^1 ^ 

den drei oben aufgestellten Bedingungen genügen. 

Nach diesen Bestimmungen ist aus (1) und (2) ersichtlich, 
dass a eine ungrade , ß eine grade ganze Zahl wird. 

Was ferner die Gleichung (3) angeht, die mit Hülfe des 
vorher gefundenen Werthes von ß die Form annimmt 

32-.a;-f ^ . ^ = mg + 32Äg (6) 

so wird diese, da — mit er keinen £[emeinsamen Theiler hat, stets 
auflösbar und die allgemeine Form dei* sich hieraus ergehenden 
Auflösungen die folgende sein: 

d = d+32u ^' 
' Pi 

X = x^ — q u, 

wenn u eii>e beliebige ganze Zahl vorstellt; es wird sich nun- 
mehr darum handeln, das u und y so zu bestimmen, dass der 
Gleichung 

aö — ßy=l 
genügt wird. 

Setzt man die oben gefundenen Wertlie von ö und ß in 
diese Gleichung ein, so erhält man: 

S2a- ,u — 2q.-\y=l— ad 
Pi ^^ Pi ^ 

oder 

Uau-q,y = '-^, ..... (7) 

2.— 
Pi 

und es wird daher, da 7, der Voraussetzung nach in — aufgeht, 
also zu 

P\ 
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ist, die Bestimmung der Grössen u und y möglich 
achgewiesen werden kann, dass die Grösse 
l — ad 

^^ 
ahl ist. Da aber d und x^ Lösungen von (6) sind, 

; Gleichung: 

32 - . Xy + q . d = m q -\- S2h ^ 

1 + 32Ä 



p^i^ = ^(l-p(f) + 32Ä(^ + p§), 



2 — 
Vi 

tlich, dass, weil — zu 7 relativ prim ist, 



Pi 
ihl ist. Da aber endlich: 

1 — c(d=l —pd—32 ^^a 



Pi 
h 



US, dass auch 1 — u d durch 2 — theilbar ist. 

Pi 

»mit gezeigt, dass sich aus den vorgelegten Glei- 

(2), (3), (4) die Grössen a, ß, y, ö, x als ganze 

men lassen und zwar a und ö als ungrade, ß und y 

ilen, von denen die letztere als Multiplum von 16, 

»bigen Gleichungen unmittelbar hervorgeht. 

3t man nun den der Transformation 

P Pi 

16 o: q q^ 

n 0- Modul mit t\ so wird das q> der aus eben 
r linearen 
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fimengesetzten Transformation, deren Transformalions 
iben angegebenen Eigenschaften haben, nach den F 
^ 11 folgendermassen lauten: 

da y = (mod. 16) und a ^p (inod. 32), 

es nimmt somit das g> der Transformation, welche au 
en beiden zusammengesetzt ist, deren 9 -Funktionen 
Verthe: 

»stellt werden, die Form an: 

\p Pij \ 9Qi ) 

1 das X aus den ^ und ^^ nach den eben aufgestellte 
gen zu bestimmen ist. 

. Existenz einer Modulargleiehung, wenn der 
Transformation n eine beliebige ungrade Zahl 
quadratische Theiler ist. 

Mit Hülfe dieses Satzes von der Zusammensetzung der q. 
n werden wir im Stande sein, die Existenz einer M 
hung für einen beliebigen unpaaren Transformationsgra 
ratische Theiler nachzuweisen. 

Sei nämlich p eine Primzahl und die zu dem Transforn 
3 p gehörige Modulargleichung p -{- 1*®" Grades: 

fv^' + C^w^ + C^ w^-' H h ^P w + ^H-i = 

1 Lösungen nach § 34, wenn 

mp — 32 Ä = 1 
zt wird, durch die Grössen: 

.''^-'P)' .(I) "(^'^^"^ { -l + t\r ) 
ßstellt sind, so erhält man, wenn auf jede dieser Lö 



Digitized by 



Google 



der Mudulargleicliungeu der ellipt. Fimktioueu. 
ch die folgende!) Schemata repräsentirle ' 



1 0*1 



q^ 2h' q 

16 m' 



m' q — 32Ä' = 1 
nzahl ist, angewendet werden, für die g>, \ 
aenselzung dieser Transformationen mit alle 
entsprechenden gleicligeslalteten Transforma 
e folgende Gleichung: 

. . . ^^1 rationale Funktionen von w sind i 
Lösungen der Gleichung (1) bedeutet. £li 
hen den Gleichungen (1) uijd (2) die Gros 
nn 

W^, W^, W3, ... TVp^i 

er Gleichung (1), und 

p(o) ü(a) p(a) 

J^l . ^2 » • • • ^q-\-l 

Wa entsprechenden Coefficienten der Gleichui 
folgende Produkt bildet: 

- ^r^' ««+... + 5^" V + 5|S"] = 
ultirende Gleichung: 

sen 

^1» ^2 ^(p+i)(«+i) 

e rationale Funktionen der w rationale Funk 
, nach dem vorigen Paragraphen die Lösun 

-)' (7)n— T")' (7)^—^)' U)^ 

1 1, der Reihe nach die Werthe 0^ 1 , 2 ... p 

Iz 0. 1, 2 ... s' 

Is 0, 1, 2 ...p 
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Da nun aber diese Grössen nach § 33 mit 
Ausdruck 

V = u , snc — . snc — snc ^^-^ — 

pq pq p 

gegebenen Werthen für alle die oö» ubereinstimm 
(p+l)(<;r + l) Repräsentanten der nicht äquivaleni 



1 




P 







9 







Pi 


16|i pq 




16|., 


1 




I6I3 


P 








entsprechen, so folgt, däss für einen Transforni 
aus dem Produkte zweier ungleicher Primzahlei 
Modulargleichung vom (p -{' 1) {q -\- 1) ^^^ Grside exi 
sungen durch den Ausdruck (4) oder die Grösgei 
werden. 

Schliesst man in derselben Weise weiter, ii 
dritte, vierte Primzahl u. s. w. zu Hülfe nimmt 
die Zusammensetzung der g> - Funktionen betreu 
vorigen § anwendet, so gelangt man zu dem 
einem beliebigen unpaaren Transformationsgrade ol 
Theiler: 

n = p q r / , 

worin/?, q, r, .... < verschiedene Primzahlen bed 
dulargleichung vom Grade 

v=(p+l)(j+l){r+l)...(H 
entspricht von der Form: 



^- + C^ ^^' + C^ /-2 4. 



+ Cv V.-\- i 



in der 



6j , 62 • . . . w > (^v-{-l 



rationale Funktionen von u, und deren Lösungen 
den durch: 



2« 4{ö 

Sfic — . snc — 
n n 



snc 



worin c5 der Reihe nach die den einzelnen Rep 
sprechenden, oben näher definirten Werthe annir 



G)K''^"')- 
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ler Modulargleichuiigen der cllipt. Funktionen. 

jeder Divisor von n, <' = y , und für J ( 
r Reihe 

0, 1, 2, ... r — 1 



nmung des letzten Gliedes der Modularr 
gleichung. 

e Existenz der Modulargleichnngen für einen 
1 Transformationsgrad (ohne quadratische Thei 
d deren Lösungen in doppelter Form dargesi 
wir dazu über, die Eigenschaften dieser G 
ersuchen und heginnen mit der Herieitung 
'mirten Modul freien Gliedes derselben. 

heit der Darstellung wegen behandeln wir d 
den Fall, dass der Grad der Transformation 
;, dass somit, wenn 

)nen von u bedeuten, die Modulargleichung 
leren Lösungen nach dem Früheren durch 

V, 2(ö 4a3 (vi — 1) <ö 
! . snc — . snc — snc ^-^ — 

lassen, wenn 

= T — 16| und = 1 , c5 = 2 C (ö 

das Produkt aller Lösungen v darstellt, 
uck bestimmt wird: 

= „-. ('.+•) Yl snc (^^ ±i!!?i'i:\ , 

[1 früheren Auseinandersetzungen dem m und 
erthecombinationen zuerlheilt werden: 
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m : 1. 2. 3, .... *^- ' m :0 

m:0,±l,±2 ±^ „':i,2.....^ 

ausserdem aber nach den für die Multiplication mit un 
Multiplicatoren gefundenen Formeln des § 30 die Bei 
statthat: 



so ergiebt sich: 



c, 



= + e,^ (^.+1) . _J_ _ + e,^.+i ^ , ^n+i^ 



worin € die positive oder negative £inlieit bedeuten und u 
mit dem Zeichen genommen werden soll, wie es durch d 
deutige Funktion q> (t) deiinirt ist. 

Es wird sich nunmehr um die Bestimmung der Gi 
in dem Ausdrucke von Cv^-\-i handeln. Da man Cy^^i auch 
die Produkte der zu den Repräsentanten der nicht äquiv; 
Klassen gehörigen 9 -Funktionen in der Form: 

oder, indem man die Werthe für 9 (t) einfährt, durch: 

-- - (^ö^^)'* (ra-* n^&. ■ n- 

1+CC q yi ITT 1+« g n 

ausdrücken kann, in Folge der Beziehung 
aber auch die Gleichung statthat: 

o.,^.=.(^f)*(rF)'*7T{i^r' 
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durch Division dieser beiden Ausdrücke: 

• 2»» « , .V 2/« 

, 2mvi _ — _ ^ , — _ — _. ^ , 2m(vi—l) — 



JI-!^ Z7 



n{. 



lese Gleichung eine fiir jedes u identische sein 

indem man u, also auch q sehr klein werden 

e Annahme sich die Produkte sämnitlich der Ein- 

31SS 



(^) 



rhalten somit für den Werlh des letzten Coeffi- 
einer Transformation von einem Primzahlgrade 
largleichung : 

wir nunmehr diesen Coefficienten auch für Mo- 
1, welche einem beliebigen linpaaren Transforma- 
quadratische Theiler entsprechen. 

;wei verschiedene Primzahlen bedeuten , so ist die 
Modulargleichung das oben in bestimmter Weise 
itionsresultat aus den beiden zu den Primzahlen 
pigen Modulargleichungen: 

+ Cj v'' H h <^n ^ + ^i'i+i = 

+ Ci'w'''-|-- h Cr^rv + 0^^+1=0, 

... Cy^-f.! ratioaale Funktionen von u, c/, Cj' ... 
he von y vorstellen, oder mit Benutzung der vor- 
Werthe 
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B. Ueber die Vertauschung von u und v in der 
Modulargleichung. 

vor wir die Eigenschaften der Coefficienteu der Modular- 
ig weiter verfolgen, wird es nöthig sein, eine Frage zu 
i, welche die Vertauschung der Grössen u und v in der 
gieichung zum Gegenstande hat. 

namlidi r der primäre -O^-Äfodul, also 9 (t)^ der enl- 
nde Werth von j/c , so werden sich die Wurzehi der Mo- 
iichung, wenn man dieselhe jetzt als eine Gleichung in 
] j/k auffasst, in der Form 

m lassen, welche den einzelnen durch das Schema 

I / Ol 

jllten Transformationen zugehört, in denen / ein Divisor 
t' = y, und § die Zahlen 0, 1, 2 ... T — 1 hedeutet. 

gen wir jedoch als Quadratwurzel aus dem primären In- 
odul den Werth 

^2 






ide, so soll gezeigt werden, dass es in der That zu jedem 
j/k immer wieder einen Repräsentanten der nicht äqui- 



wird in dem Produkte aller dieser Grössen das Produkt der 
Ire' sehen Zeichen 

Lhrend sich die Produkte der g?- Funktionen, wie man sich nach 
Anfange dieses § angewandten Methode leicht überzeugt, auf 



n. 

nso wird für n = v^ , V2 . v^ 

ivj \VivJ \VivJ Kv^vJ \vj \vj \vj ~~ ' 
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Klassen desselben Transformationsgi^ades 
'er(h in 

dass also die Modulargleichung unveränd< 
und }/c mit einander vertauscht. Wei 
Jen jetzt primären -Ö-- Modul 

^ T — 16 I 
T = p 

1 früher besprochene, der folgenden: 

t 

16 i t' 
ntäre Transformation 

/' 

16 a: t 
rgiebt sich, wenn man x so wählt, dass 

x + ^ = p.t*), 
fie ganze Zahl ist, als zugehöriger -Ö'-Mo 

= T+ 16 



"1 



t 



nit die entsprechende Quadratwurzel aus 

(p(r+ 16^)2 = 9,(1)2 = /^. 

idem nunmehr gezeigt worden, dass ein 
und j/k oder von u^ und v^ keine V< 
eichung hervorbringt, wollen wir unten 
ler Modulargleichung bei einer Vertausch ii 
n sich verhält oder anders ausgedruckt, 
\ die positive oder negative Einheit bed 
t, damit die Modulargleichung, wenn v 
setzt wird, unverändert bleibt. 

vir diese Untersuchung nur für eine dei 
eichung durchzuführen brauchen, so betn 

_ u = q>(t) 

K ^, so wird man x=^t—^ , und ist | > ^ = Ar < + li » wo 
so wird man a? = ^ — |i wählen. 
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je Wurzel tp ( — j , welche der Transformalion 

11 Ol 

I «I 

cht. Setzt man also statt der Grösse u die Grösse 



^ = 9^(1)' 



1 sich, wenn man jetzt die Transformation 

n I 

1 I 

let, die ebenfalls ein Repräsentant der nicht äquivalenten 
i für denselben Transformationsgrad ist, für die Lösung der 
Modulargleichung» welche, da sie für denselben Trans- 
ionsgrad gilt, genau die Form der früheren haben muss, 

(i)K--^)-(v)-w-a)" . 

n, und wir erhalten somit den folgenden Satz: 

le Modulargleichung bleibt unverändert, wenn v statt t/ und 

\ statt V gesetzt wird. 

US dieser Eigenschaft lässt sich unmittelbar eine wichtige 
ung für die CoefQcienten der Modulargleichung ableiten. 

^enn wir diese nämlich in die Form setzen: 
C^i^ +C^v~^ + + C^_i t;'+ C^ u = 0, 

Cj , C2 • • • W — 1» w 

rationale Funktionen von u bedeuten*), so werden die 
ieuten keine höheren Potenzen von u enthalten dürfen, s^ls 
, da die Modulargleichung nach dem eben ausgesprochenen 
Für eine Vertauschung von wund v unverändert bleibt, und 
I Potenzen von v als die v*® in derselben nicht vorkommen. 
s aber auch für das von v freie Glied 

C^ u 



Cy ist der kleinste gemeinsame Dividnus der Nenner der frühe- 
efficicnten der Modulargleichung-. 
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folgt, dass C^ eine Constante ist, und i 
g^leichung, welche zum Transformationsgr 
der Form: 

r + c, /-' + c^ /-' + ... + (7,_i V ± 

n iässt, in der 
unktionen von u bedeuten. 

Ueber die auf die Grössen w und v 
ng zugleich ausgeübten linearen Tran 

p wollen nunmehr die Veränderungen unters 
lulargleichung erleidet, wenn auf u und i 
leare Transformation ausgeübt wird und zv 
h früheren Auseinandersetzungen nur mil 
'mationen zu beschäftigen brauchen, welch 

in - und in l/l — c^ 

c ' 

(;ln, da all* die andern sich aus successi^ 
eiden zusammensetzen lassen. 
T der -O^- Modul des gegebenen Integrales ur 
g aufgestellt, welche zu dem unpaaren Tj 
gehört, der keine quadratischen Theiler entl 
if den primären Modul t diejenige lineare 
t wird, welche 

u in — , also r m t—, — ^ 

U 1 + T 

e|t, die Lösungen der Modulargleichung, v 

nunmehr lauten: 

^l 7 ; = (t)^(— TT 

f = « isl. 
will zeigen, dass man diese 9) -Funktion, \ 

, Formel III des § 11. 
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als das qp betrachten kann, welches zi 
sformationen 

u laß' 

16 a: w' \ y ö 

m Transfornoaßon gehört, worin 

ccd — |Sy=l, Mu = n, 
^> ß»yy ^,ix:, u, u noch näher zu bestimi 
b für die aus diesen beiden zusammc 
die durch das Schema 
I ua uß 

I 16xa + uy 16xß + ud \ 
die 9 -Funktion, welche den Werth hal 
/16 a; a + tiy — auT\ 

9- Funktion ; von dem Faktor (- | al 

, so ergeben sich zur Bestimmung d( 
die folgenden Beziehungen: 
— au == t — 16| 
l&xa + M> = -— 16g 

ßu = f 
— 16xß — uö = /', 
ind ß durch die Gleichungen gegeben: 

aw = 16g — /, ßu = f, 
^ durch die Ausdrücke bestimmt sind: 

16| __ 1637 (16 g- /) 
u un 



d = --C- 



16a; i' 



überzeugt man sich leicht, dass 
ctö —■ ßy=l 

i{ = uu = «, 
lit die durch das Schema 

ß 

y ,^ 

Transf. 



12 
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entirte Transformation eine lii 

och zu zeigen, dass sich cc, ] 

imen lassen, dass sie den ob< 

ßn. 

^ählt man nun für u den gr 

en den beiden Zahlen 

16S — t um 
d dadurch a und ß als ganze Zi 

, n 

w = 

u 

a sich ferner die Bestimmungs 
dww' -f- \^xt = 

die Form: 

lässt, so lauten, weil t eine i 
ungssysteme dieser Gleichung, 
bezeichnet wird: 

X = x^ -{- rTi 
d = d — m 
m eine beKebige ganze Zahl l 
lun ist: 

n 

s wird daher noch nachzuwei 
lenen Formen für x und ö d 
n kann, dass für ein ganzzahli 

etzt man nämlich den oben ge 

X = x^ -f- 
se Gleichung ein, so erhält ma 

^u + {mt + x^)(16l 

ns — i (161 — w = |m 
ieraus folgt, da 
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dt + 16a:, = — ti 

16t (16| — t)m= 16gw — (16S — t) {dt + u) 
= — dt{16^ — t) + tu 

— 16 (165 — t)m = [—d (165 — t) + ul 
aber t/ der Anuahme nach der grösste gemeinsame 
eben 

165 — f und f 
im 

16 a:, = — w — dt; 

iher die letzte Gleichung die Form an: 
c '' n, ^^g-^ _ «~rf(l6£-0 

tt — d (16| — 
16m 

üahl, und die beiden ganzen Zahlen 
^ 16|-< 

M ' U 

relativ prim sind. 

e Gleichung auflösbar ist, so existirt somit ein ganz- 
weiches die oben gestellten Bedingungen befriedigt, 
ges durch 16 theilbares y, sowie für cc, ß, d ganze 
e Werthe liefert. 

net man nunmehr mit r den «d*- Modul, welcher aus 
in T durch Anwendung derjenigen Transformation ent- 
weiche zum Schema den Repräsentanten der nicht 
Klassen 

u 

16. r u 

et das 9, welches der aus dieser und der linearen 
zusammengesetzten Transformation entspricht: 

'-dj \a) q>{t) (l65-jJ^17) 

nun die durch: 



mel III des § 11. 



12* 
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gestellte Lösung der Modulargleichung durch 
- statt X, wie eben gezeigt wurde, in 

\T) { 16g -< j ^1?) = (t j f i6S-< I ~ 
vandelt, und 

( V (j^y ^ w 

so wird jede der Lösungen der Modulargl 
drück von der Form: 

. in den reciproken Werlli einer andern Wui 
chung übergehen. *) Dieser Satz kann auch ir 
gesprochen werden: 

Setzt man in der Modulargleichung — statl 
bt sie unverändert. 

Untersuchen wir nun die zweite fundamental 
en Grades, für welche sich 

y7 in f^c^ , also t in 

vandelt, wenn wir uns die beiden Grössen y 
eindeutigen Funktionen 

g) (r) und 1/; (r) 
nirt denken, so wird die Wurzel der Modula 

ch diese Substitution in 



*) Die Lösung, in welche sie übergeht, ist di 
eilten Formeln bestimmt. 
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(4) ^ (=^^-) 

soll nunmehr wiederum nachgewiesen wer 
[lepräsentant der nicht äquivalenten Kla 
Transformation zusammengesetzt: 

u Ol ja ß 

16 a; m' I I y ö 

- 1 abgesehen , denselben Werth des (p lie 

tion der aus diesen beiden zusammengeset 

cc uß I 

^xcc -j- uy IQxß -f- uö I 
b hat: 

(ißxa + w'y — mätX 
i^r — 16xß - ii'ö) ' 

n diese beiden Ausdrucke des 9 zu idc 
n Bedingungsgleichungen ergeben: 
ucc == 16 § 
16a:a 4* uy = —'t 

uß = t 
16xß + ud = 0. 
grösste gemeinschaftliche Theiler zwisc 
w, a, ß, und zwar u als eine durch 16 11 
^rade Zahl bestimmt. 
^ ö: 

16x- + w'd = 0, 

uu = tt' = n 

16a: + /^ = 0. 
jraus 

,^ = »1/, (J== — 16 w 
le beliebige ganze Zahl bedeutet, so beslin 
ch 16 theilbare Zahl, wenn m so gew; 
jdingungsgleichung für y genügt. Diese G 
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u ' ' 



ly + 16^wS = — M, 

l, da t/ der grössle gemeinsame Tbeiler 

;ts auflösbar; sie liefert für y eine ungr 

a nun» wie unmittelbar zu sehen, 

ad — ßy = 1> 
d, wenn man 

uz — 16a: 

, = Tj 

die Lösung der Modulargleicbung 

(t)K'-^-') 

/— <+16|t\ /•2\ /I6xa + u'y 

P (^ U j = VTJ f' [ußt - Uxt 

=a)(i)*c-^ 



hen in 



aber 



aber : 

(i)(r)-(l)(v). 

urzel der Modulargleicbung nimmt somil 

ilso bis auf das Zeichen in die i^-Funktic 
sentanten der nicht äquivalenten Klasse 
s, dass, wenn man in der Modulargleicli 
^ statt j/k setzt, dieselbe unverändert 



S. Formel II des § 11. 
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n, dass, wenn man in der Mod 

»d h durch — , -r oder Cj, k^ 

ibt, dass daher, da sämmtliche 
Lis der Zusammensetzung dieser 
nen herleiten lassen, die Moduiarg 
wenn man für e einen durch eini 
hergeleiteten, für k den durch 
srvorgegangenen Modul setzt. 

)r Modulargleichung für einei 
formationagrad ohne quadra 
Theiler. 

len beliebigen unpaaren Transfori 
Theiler die Modulargleichung 
auf die Untersuchung der allg 

1 , 1/2» • • • • t'y - 1 

ler, wenn man 

1= V, 1/2 ... v^ 

ruck 

l)(v, + l)...,(v^-hl) 

ju der Transformation 

In ! _ 

I 1 i 

er Form 



(I) 9> («^) 



hl als auch für « die durch < 
T gegebenen Ausdrücke: 

?*»)(! +j^-)....]Mi-y'')(i-! 

;in, so wird die höchste Potenz 
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Dreizehnter Abschnitt. 

die V*®, in Bezug auf die Grösse q di( 
s von V freie Glied m" die Irrationalität \ 

nv^ V (mod. 8) *) 
irird, wenn man die aus Potenzen von q 
eichung durch f/g^* dividirt, die Irration< 
$ der Gleichung verschwinden müssen, 
achtet man nun einen der Theile des Coef 
mit v^ multiplicirt ist, z. B. m*", so wir( 
izug auf q im Posten w*" v^ auftretende Ir 

Yq^ . y^ 

laher nach der oben gemachten Bemerkung 

m '{' np ^ V (mod. 8) 
1 muss, der Coefficient C^-^p die Form hj 

Cv-p = M"' («0 + «1 W» + «2 ^^^^ H 

durch die obige Congruenz bestimmt ist. 
Modulargleichung für einen beliebigen ur 
isgrad (ohne quadratische Theiler) lautet s 

w'"*K+«i«^+<^2«^^H — )+v^-^w^(6o4 

+ t;M'"»'-UW(, + w,M« + -) + w''=0, 
3 Grössen m^, mj, ••• w^-i durch die f 
definirt sind: 

Wj + w (v — 1) ^v (mod. 8) 
mj + w (v — 2) ^ V (mod. 8) 

m^^i + w . 1 = V (mod. 8). 
lun aber die aligemeine Form der Coeföcientc 
l bestimmt, so ist es leicht, für einen 
ransformationsgrad die Coefficienten selbst 
lörige Modulargleichung wirklich herzustellc 

inn wenn n eine Primzahl v^ ist, so ist klar, 
(n + l)(^i-l)-0(mod.8)? 

inmittelbar, dass: 
{n - 1) (ri + 1) (i'2+ 1) (V, + 1) ... =0 (m( 
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Theorie der Modulargleichungen der ellipt. Funktionen. 185 

a sich durch successive Potenzirung dieser Gleichung: 

= j/¥t//(l-q-i- 2q^ + 3^3 + V - "f 
ebenso 

\) v^ y¥' (1 ~Q'' + V'* — V" + V'* — •) 

= /2^ f/^' (1 — ^" + 2^2.1 __ 3^3/1 ^ 4^4« )2 

man nun diese Reihenentwickelungen in die Modular- 

ein, wobei die Irrationalitäten in Bezug auf ^, wie 

5eigt worden, herausfallen, so werden wir, indem die ail- 

«'orm der Coefficienten bereits bestimmt ist und höhere 

von u als die v*^ in der Gleichung nicht vorkommen 

mr so viel Glieder in den unendlichen Reihen zu ent- 

rauchen, als die Anzahl der zu bestimmenden Grössen 

Öq, öj, ... Mq, nj ... erfordert, um dieselben dadurch, 

die einzelnen Coefficienten der Potenzen von q ver- 

i lässt, zu bestimmen. Will man z. B. die Modular- 

fur die Transformation dritten Grades aufstellen, so 

rei Zahlen m^, ^2* m^ durch die Congruenzen zu be- 

sein: 

mj + 3 . 3 = 4 (mod. 8) 
^2 + 3 . 2 = 4 (mod. 8) 
mg + 3 . 1 = 4 (mod. 8), 

ird somit die Form der zugehörigen Modulargleichung , 
) Potenzen von u als die vierte in derselben nicht vor- 
dürfen, folgendermassen lauten: 

v^ + ^0 ^^ u"^ -\- hf^ V ti — u^ == 0. 

man nun die obigen Reihenentwickelungen für u und 
ren Potenzen in diese Gleichung ein, so ergiebt sich: 

3_4j6+...)_8ao?(l-3g»-V+-)(l-3y-V+-) 
_j3+2j«+-)(l— y+2y*— .)— 4(l-4y-V+..)=0. 
US für «0 und 6g die beiden Beziehungen: 
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26„=-4, 4 — 8öo + 26„+16 

«0 = 2, &o = — 2. 
e Modulargteichung , welche zur Transf 
gehört, ist daher die folgende: 

V* — w* - 2 UV (1 — u^v'^) = 
»enso findet man die Modulargteichungen 
onen 5*«», 7*«*^ und 11*«» Grades*) 

^7^7 ^_ 28mS« — 56w*v5 4- 70u*v* — f 

(1— w») (1 — t;^) = (l — wt;)^ 

jSy't (22 — 32 w^) + 44mS1«+ 22 wy» (1 -j 
+ 132 w'y' + 44w2t;6 (1 — u^) — 132 
— 22M3t;3(4+wS) — 44w«t;2 — W2;(32 — 

- ti)iA (v + u) + 44 m« v« (o< — «*) (1 

- 32w» (1 + M^«) (1 — t^^O) — 22uv (1 -f 
-w^) [4wV— (m^— y«)'^] + 4M2y'^(l— mV) (1- 
hliesslich will ich noch die Formen dies 
ngen anführen, wenn man 

u^yäy v = p^k 
obigen Gleichungen einfuhrt: 

/^ + /^7^=1, 
yöl {/c -- j/k) = J/c, Ar, (/^ — 
f^+ ^c, Ä:, = 1, 



2 * 2 



^j|/i±c,i±.,(^,-_^-)^|/i:^..i. 



!ch hebe grade diese Modulargleichungen we| 
der Algebra hervor. 
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§ 41. Ueber die Irreductibilität der Modulargleichungen.*) 

Ich beende die Untersuchungen, welche die Theorie der Mo- 
dulargleichungen betreffen , mit einem Beweise der Irreductibilität 
derselben für einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad« 

Da für u = q> (r) nach der vorausgegangenen Theorie sämmt- 
liehe Lösungen der Modulargleichung in der Form 

darstellbar sind, die Modulargleichung also die Gestalt hat: 

^^w.(!)K^— )!=« (1) 

worin F eine ganze Funktion, t der Reihe nach alle Divisoren 

von «, dem Grade der Transformation, bedeutet, <' = y, und 

dem § ztf jedem f nach einander die Werthe 0, 1, 2, ...<' — 1 
beigelegt werden, so würde, wenn wir annehmen, die Gleichung 
(1) sei nicht irreductibel, eine Gleichung von niedrigerem Grade 
existiren, deren Coefficienten ebenfalls ganze rationale Funktionen 
von u oder (p (r) wären, und die mindestens eine Lösung von 
der Form: 

(y)H-^— ) 

mit der Modulargleichung gemein hat. Sei nun diese Gleichung: 
/•(<^W.(l)^(*-^^)) = 0. ... (2) 

worin wiederum d ein Divisor von w, <^' = f> ^ < ^' i^, so 
wird, wenn an Stelle der willkürlichen Grösse t der Ausdruck: 

r + 16r 
gesetzt und zu gleicher Zeit beachtet wird, dass die g)- Funktion 
sich nicht ändert, wenn das Argument um ein Multiplum von 16 
vermehrt wird, die Gleichung (2) in 

,(,W,(l),(?i^i5^'i>))_o 



*) Der folgende Beweis verdankt seine Entstehung der Bemer- 
ung des Herrn Krone k er, dass sich die Irreductibilität der Modular^ 
leichungen für einen Transformationsgirad, der eine Primzahl ist, 
urch Vermehrung der t um ganze Zahlen nachweisen lägst. 
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übergehen. Da sich nun r so bestimmen lässt, ds 

X — rö ^^i (mod. d'), 

worin ^^ eine beliebig gegebene ganze Zahl < d 
man, dass die Gleichung (2) jeden Ausdruck von d 

zur Lösung haben muss. also auch die Wurzel 

mit der Modulargleichung gemein bat; es besteht s 
chung: 

^('^W'(l)<^(¥))=o • 

Ich will nunmehr zeigen, dass es eine lineai 
für r: 

r -{- ST 

giebt, für welche 

rq — ps = 1, 

r und q ungrade, p und 5 grade Zahlen sind (von c 
durch 16 theiibar), und so beschaffen, dass 

(I) f (t) "' 'p (is) = -p (I) 

übergeführt wird. 

Da nämlich die dem Werthe 

(4)K¥) 

entsprechende Transformation nach Früherem die I 

I ^2 2hö • 

! 16d' md' '/ 

worin 

md — 32Ä=1. 

also die entsprechende g?- Funktion dieser Transl 
gestellt wird durch: 
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durch Einführung der oben angegebenen li 
n in 



/ r + ST I 



Iso wenn sie mit 



K^) 



len soll, die folgenden Biestimmungsgleichungei 

— tf2^+ 16 Jfd' = l 

— dV + 16rd' = 
2Äd^ — md'5 = 
2 h 8 p — m d' r = n, 

iitzung von m d — 32 ä = 1 , 

, d q = — m p == — 16 d'. . . 

.5d'= — 2ä r=-d2. . . . 



_p, = ^=32^-=md-32Ä = l 

es nur darauf ankommen, m und ^ so zu ^ 
; ganze Zahlen werden, oder das«, da die 
md (5) sich auch in die Form setzen lassen: 
ö q = — m 16 s d' =i 1 — m d, 

een statthaben: 
; (mod. d) 1 — m d = (mod. 16 d'). 

1 nun m=öi/, so geht die zweite Congruenz u 

1 _d*^= 16 ö' z, 
lung, da d^ und 16 d' unter einander relati 
ts befriedigen lässt; es sei 

y ==^ ^ + 16 d' A, 
beliebige ganze Zahl bedeutet. 

t ferner aus m ö — S2h = 1 : 
m = (i -jr 32 g, 
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wieder eine beliebige ganze Zahl vorst 
ber zwischen g und k die Beziehung st 

aber 

1 + 32Ä, 1 — 16^'f 

(1 = —^—, v = — ^i — 

n ^1 den zu (i gehörigen Werth von h 
Werth von z bezeichnet, so wird 

. 16 (2^1 + d' S) 

- ö ri eine durch 16 th eilbare ganze 2 
ISS die Gleichung 

fi — öri=16nX — S2g 

lösen lässt, oder dass zwei ganze Zahle 
r sind, dass 

m ^ (mod. ö) 1 — m tf ^ (n 
mö — S2 h=l. 
nd s ganze Zahlen werden. Es sind si 
> und s grade ganze Zahlen, von denen < 
ist. 

Gleichung 

a(w.),©^©)-o 

1 durch die Substitution 

p + yT 

die folgende über: 

vermöge der Beschaffenheit der Zahlen 

Sil 

^ ■* n ^^ ^ 16 ^ 

y = — y = — iy— 16d X = ^ 
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nimmt unsere Gleichung die Form an: 

/•(«pW. 9'©)=0 . . . . 

will nun ferner nachweisen, dass diese Gleich 
¥urzel 

b die Grösse 

\ nach dem Früheren genügend ist, 

(t)K-)' 

i' = n ist, zur Lösung hahen muss. 

ht man nämlich in Gleichung (8) für r wieder 

r -(- 5 r 

da 

— in ^ , ^ — 

n nr -^ nsx 

, die Bedingung dafür, dass dieser Ausdruck m 

ue — fix 

2h tT — mt' * 

m < — 32Ä = 1 
tisch sein soll, die folgenden Bestimmungsgleichu 
sen p, g, r, ^ nach sich ziehen: 

p = 16 r «r = — ml' 

p=16/, g = — <^ r = j, ^^T* 

\ der That 

r q — ps ==: mi — 32 Ä = 1 



nun 



m mi — 1 
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it r und s ganze Zahl 
= iy, mt — 1 = 

2 9 = iy, fy — ^ 

16 r relativ prim isi 
y = 71 -\- 1^ i' n 

fi + 32^ = / ^ + 11 
en zu fi gehörigen \ 
^erth von z bezeichn 

32 Ä, — 1 

f, — in = — 

fi — i fi^O (mod. 
;hung: 

fi — i rj = IQ nw — 
»ich also m stets so 1 
n. 
aher die Gleichung 

■(^if)- (t)^( 



^)-m.-'% 



0=(l) 
(w.),(i).©) 

Jen auch: 

lass, wenn eine Glei 
zel von der Form: 
/2\ /dr — 16 



Digitized by 



Google 



ie Theorie der Modalargleichangen der ellipt. Funktionen. 193 
n hat, ihr auch die andere von der Form 



K*^) 



5rt und ferner, wenn sie durch diese befriedigt wird, die- 
auch alle durch den Ausdruck 



(t) ^ (— — ) 



»teilten Grössen zu Wurzeln, daher sämmtliche Lösungen 

er Modulargleichung gemein hat, da dies die allgemeine 
der 9>- Funktion für die Repräsentanten aller nicht äquiva- 
Systeme war. Es ist daher jede zu einem beliebigen un- 

1 Transformationsgrade (ohne quadratische Theiler) gehörige 

argleichung irreductibel. 



aigsb erger, Trausf. -^^ 
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\rickelung einer Differen 

itter Ordnung zwischen 

formirten Integralni( 



erleitung von Differentialgleichu 
3r a der Transformation und 

Integralmoduln. 
r fügen am Schlüsse noch einige 1 
lie zwischen dem Mulüplicator a de: 
jsformirten Integralmoduln sowie zw 
istehen. 

nn 

iC , iK' 





X 


= C ^ = 


K 


wird , 


so suid 


mit Hülfe bekannte 


*) die Differentialien der •O'-Moduli 


ibar: 










n 
2 


-de 




dx 


/7 t' 




c(l~ 


e2)C2 ^^ • 


fc( 


1 erhält somit: 








dx 


c(l — c«)rfA; 


C2 




dx 


A;(l — A«)rfc 


i:^ 


nun. 


wenn t' 


den nach der 


früh 


tnirten 


'ö'- Modul bedeutet, die Bezie 




(«1 ^ 


-h,)x==h,- 


-«0 



ie Differentialgleichungen für C und C 
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Differentialgleichung dritter Ordnung u. i 

ischen den Differentialien der 'Ö'-Moc 
ung: 

— Z>j) c? t' -f- «1 t' d T == — Oq d r 

^ ^^ (gp + gi '^y ^^ (gp-t 

h («1 T — *i) («0 + «1 t') 

da ferner nach den Relationen des § 
C K 






(«0 + öl T )« 



rfV C« 1 

d% ~ Ä« 'na«' 

ergleichung mit dem vorher für -^ e 

iehung : 

1 ^ c(l — c^) rfA; 
wa* A; (1 — k^} d c 

2^ J_ Ä:(l — A:«)</c 
** n ' c(l — c«)rfA:* 

es Ausdruckes für den Multiplicator d< 
vir unmittelbar zu der zwischen dem i 
nsformirten Integralmodul bestehenden 
r Ordnung gelangen, 
e oben angeführte Differentialgleichun 

')f#+(l-3*^)J|-*A'=0 

7n K -\-m I K\ 
eliebige ganze Zahlen bedeuten , zum 
und aus § 4 

d auch für — = 6 die Grösse h C eir 

a 
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DifferentialgleicbuDg sein, d. h. es wird < 
en : 



bC 



k h 



+ 



dk 

3se Gleichung gebt nun mit Berücksichtlgu 
nen Relation: 

^ ~^ k(l-^k*)dc' 
dk d k \ ( 



^G ('•-''') f5 . 



c 



de dV 

a die Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
ich in die Form setzen lässt: 






'^«^=(C_C3)J| + (1_3C^)^^ 



iehung 

— = n c C -rj, 

d k d k 

in die folgende über: 

(*-*') 5^ + (l-3A^)5|-A6] + «c 

bstituirt man endlich hierin den oben für 

so erhält man die Differentialgleichung drit 
de .d^ k — dk .dP c) — '^\{dcd[^kf — [d 

+(-.")'[(i±f")'-(i^*)']. 
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Anspruch nehmen wird. 

DrdiCht Dr. C. A. von, Prlvatdocent an der Universität Marburg, Ein- 
leitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte. 
(Eaumcurven dritter Ordnung.) Mit 2 lith. Tafeln, gr. 8. 1867. 
geh. 28 Ngr. 

Duhamol , Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehrbuch 
der analytischen Mechanik. Deutsch herausgegeben von 
Dr. Oskar Schlömilch, Professor der höheren Mathematik und 
analytischen Mechanik an der polytechnischen Schule in Dresden. Zweite 
gänzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Ausgabe. Zwei 
Bände. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861.. 

teh. Beide Bände zusammen 2 Thlr. 

ge, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicum zu Prag, Theorie 
der elliptischen Functionen. Versuch einer elementaren Dar- 
stellung. Zweite Auflage. Mit 32 in den Text gedruckten Holz- 
schnitten, gr. 8. 1868. geh. 3 Thlr.' 

„Trotz der hohen Bedeutung-, welche die elliptischen Functionen für die g-esammte Analysis, 
rdr die analytische Mechanik und selbst für die Zahlentheorie g-ewonnen haben, Existierte doch bisher 
kein Elementarlchrbuch derselben und der Jüng-er der Wissenschaft blieb wie vor 25 Jahren darauf an- 

S wiesen, seine Belehrung: aus den Quellen (Le^endre, traite des fonctions elliptiques, und Jacobi, fun- 
menta funet. eliipt., nebst einer g-rossen Anzahl einzelner Abhandlungen in Crelle's Journal) zu schöpfen. 
Die Herausg^abe des vorliegenden Werkes darf daher als ein glücklicher Gedanke bezeichnet weiden 
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mit jedenfalls eine fühlbare Lacke der Litlera 
- Das Werk bietet ffenug-, ja hie und da viell 
Schöpfung-en von Leg-endre, Abel und Jaco 
erden u. s. w." [Schlö milch, in der 2 
Dr. H. , ordentlicher Professor ai 
:e der Theorie der Func 
nderlichen Grösse. Mit bes 
)fungeii Kiemann's. gr. 8. 11 

möchte, nach allen diesen üeberleg-ang-en 
«reiche sich eine erste Kenntniss der mod« 
llea. Ich halte dafür, es sei sehr zweckmäs 
chtung- der Eignen Schäften der Functionen ^ 
ide Verfahren, wird durchaus nicht Überfluß 
:h aber oftmals doch sehr grosse Rechnun 

auch für selbstständig-e Arbeiten von grösj 
1 (als z. B. der elliptischen Functionen durc 
1 leichter , den Faden einer g^eg-ebenen Rechn 
viel zielloses Rechnen bei seibstsländig-en u 
'etk nochmals einem Jeden, welcher sich mi 
jrstudium." [G. Roch, in der Z 

Dr. Williellll, Professor am Polj 
;e der neueren Geometrie 
en. Ein Beitrag zur Einfübrur 
}formationen. gr. 8. 1862. j 

5 Arbeit* des rühmlichst bekannten Verfasse 

n Verbreitung der Kenntnis der von der ,,n( 

durch ausführlichere Darleg-ung der betn 

icBtmgen zwc Einfülirunfir in die Algebra dei 

, und 0. ScblÖmllch, Professore 
1 in Dresden, Lebrbucb der 
Tbeile. Mit in den Text gedi 
ge. gr. 8. 1863. geb. 
inzeln: 

lil. Analytische Geometrie der Ebei 
Analytische Geometrie des Ran] 

vorlieg-ende Lehrbuch der analytischen Geor 
jn und anderen höheren Schulen bestimmt, 
bereits eine zweite Auflag-e nöthig- g-emacht. 
iie Verlag-shandlung- dem betreffenden Lehre 
Verfüg-ung". 

n, Dr. Arwed, Assistent für Mal 
inigl. polytechnischen Schule zu D 
ytiscben Mechanik. Mit i 
cblÖ milch. In zwei Tbeile 
ler analytischen Geostatik., M 
cbnitten. gr. 8. 1867. 
)r. Ernst, Professor der mechanis 
sehen Schule in Dresden, die Dg 
ige zur Beurtb eilung der Maa 
itbographierten Tafeln, gr. 8, 
►r. Otto , ord. Professor an der T 
ngen über analytische ( 
sondere über Oberflächen zweit( 

g-eachtet des bedeutenden Au fschwung'es, yr 
des letzten Vierleljahrhunderts einerseits c 
irerseits durch die Fortschritte der alg-ebrai: 
anten und der homog-enen Functionen, g-eni 
»inem Lehrbuche, welches g^eeig'net ^ewesei 
ing* in diese neueren Disciplinen zu dienen, 
m Zwecke den deutschen Jüngern der Wis 
Ueberlrae-ung- des Satmon'schen Werkes ii 
l die erwähnte Lücke unserer mathematische 
orlieg-ende Lehrbuch ausg-efüUt. Dass der 
se Lücke einzutreten, dazu hat er sich den 
sowohl der analytisch - g-eometrischen Metht 
leile der Alg-ebra erworben; ein Blick in d 
g-enüg^en, ihm diese Berechtigting' zuzuerkeni 
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ler "Wissenschaft rauss Referent von einer kritischen Besprechung* cles vorlieg-enden 
iimsomehr, als dieselbe nur auf Anerkennung* des darin dargelegten Talentes und der 
[er Darstellungswcisc hinauslaufen könnte. — [Folgt Inhaltsangabe.] Für Leser, 
löthigen Vorkenntnissen ausgerüstet, Zugang zu den neueren analytisch -(^eo- 
en erhalten wollen, kann das vorliegende Werk als eines der wichtigsten Hilfs-- 
werden u. s. w." [0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik, 1862, 2. Heft.] 

Otto, ord. Professor an der Universität za Heidelberg, Vor- 
)n aus der analytischen Geometrie der geraden 
des Punktes und des Kreises in . der Ebene, 
jeh. n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

in ohne Uebertreibung behaupten, dass es sehr wenige Bücher giebt, die auf dein 
in 182 Seiten eine solche Fülle von Material in einer so eleganten und durchaus 
g bieten u. s. w." [Schlömilch, in d. ?eitschr. f. Mathem. 1866. 2. Heft.] 

er Vorlesungen aus der analytischen Geometrie. 
[)druck a.d.Zeitschr. f. Mathem. u. Physik, gr. 8. 1866. geh. 

n. 16 Ngr. 
,, Lehrer der Physik an der Kriegsschale in Dresden, mathe- 
le Aufgaben aus der Physik nebst Auflösungen. 
)rauche höherer Schulanstalten und zum Selbstunterricht 
t. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. 
. gr. 8. 1857. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. 

ein : 
Aufgaben, n. 24 Ngr. II. Theil. Auflösungen, n. 20 Ngr. 

eicher und umfänglicher man Aufgaben -Sammlungen aus dem Gebiete der reinen 
zt, desto seltener und verhältnismässig weniger ausführlich hat man sie für 
ematik und für Physik. Insofern ist daher schon jeder Beitrag für die specielle 
i Gegenstandes als eine ebenso erwünschte wie dankenswerthe Erscheinung auf 
e zu betrachten, wie auch übrigens der Verfasser bei Bearbeitung einer selbst- 
uig dieser Art zu Werke gegangen sein mae-.. Wir brauchen indessen bezüglich 
nlung bei diesem einfachen und allgemeinen Urtheile nicht stehen zu bleiben, viel- 
nach Einsicht in dieselbe darin mit uns übereinstimmen, dass dieselbe für den 

gebrauch ein recht instructives Hilfsmittel zur Aneignung und zum klaren Ver- 
ehren der Physik darbietet. Sie unterscheidet sich zunächst von anderen der- 
en, z.B. von der Fliednei-' sehen, auch darin, dass der Gebrauch der DifTerential- 
ung für einzelne Beispiele nicht ausgeschlossen ist, ohne jedoch die Kenntnis 
Mathematik durchgängig vorauszusetzen , indem die Mehrzahl der Beispiele davon 
llt ist.'* [Witzschel, in d. Zeitschr. f. Mathem. 1868, 6. Heft.J 

itff, ©Umente \)on SKafd^incn ^undd^ft al^ ein Seitfabeu 
•bfd^üler. I. u. IL 3lbt^. in einem aSbc. äRit 31 lit^. Safeln 
. Ztxt gebr. ^oljfc^n. Streite Slugg. 4. 1858. ge^. 1 £^tr. 24 yic^x. 
, ^imtiugcnieuv unb beflattter Sanbmeffer, §anbbud& jum9lb = 
►on 6urt)en auf (Sifenbal^n- unb aSegelinien. gür alle t)or- 
n SBinfel unb SRabien aufg ©orgfältigfte bered^net unb ^eraug- 
fünfteburd^9-3lufl. SWit einer gigurentafel. 8. 1867. geb. 18 %r. 

indes Taschenbuch, welches sich durch concise Form und Bequemlichkeit für den 
raktischen Geometer und Ingenieur empfiehlt, enthält alle diejenigen Daten, welche 
um nach der Methode, von den Tangenten und Hülfstangenten aus den Bogen . 
rven für Strassen- und Eisenbahnanlagen abzustecken. Die Einleitung enthält 
aber sehr klare und bündige Instruction für die Ausführung der beim Abstecken 
nmenden geometrischen Operationen, für die Behandlung* aer zu diesem Zwecke 
rumente und für den Gebrauch der den Hauptinhalt des Taschenbuchs bildenden 
Von diesen Tabellen enthält die erste die Werthe der Tangente, Bogenläne'e, 



T Coordinaten des Mittelpunktes und dessen Abstandes vom Winkelpunkt aer 
dius 1000 und die Grösse des Centriwinkels von.O bis 120 Grad, um 2 Minuten 
1. Die zweite Tabelle enthält die Abscissen und Ordinaten zur Absetzung äqui- 
nkte für alle vorkommenden Radien von 10 bis 10,000. Mehrfache Revisionen be- 
•n Verfasser, wie er in der Vorrede sagt, beide Tabellen als vollkommen fehler- 
ig zu bezeichnen.*' [Eisenbahnzeitung 1852, Nr. 26.] 

. L., Professeur de Math^matiques k Helsingfors, le<jons de 
es variations. Redig^es en coUaboration avec M. L'abb^ 
Paris 1861. gr. 8. geh. n. 1 Thlr. 20 Ngr. 

Ludwig, Dr., Subrector und Lehrer der Mathematik am 
n zu Husum, die algebraischen Methoden der Auf- 
r litteralen quadratischen , cubischen und biquadratischen 
^en. Nach ihren Principien und ihrem inneren Zusammen- 
rgestellt. Erste Serie, enthaltend: Substitutions-Methoden. 
366. geh. 15 Ngr. 
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Dr. Adolph, Beiträge zur Theorie der Mi 
ima der einfachen Integrale, gr. 8. geh. 
imgen der K. Sachs. Polytechnischen Schul 
Heft I. A. u. d. T.: Versuche über den 
: der Maschinen in der Streichgarnspinnerei 
kation, ausgeführt von Dr. Ernst Hartig, Lehrei 
[lologie an der Kgl. Polytechn. Schule. Unter Miti 
techniker Arndt, Jüngling, Klien und Künzcl. [\ 
11 lithographierten Tafeln in 4. u. qu. Folio.] h 

n. 1 Tl 
Dr. J. H. T., Oberschulrath etc., Beiträge zur 
e der Griechischen Mathematiker, gr. 8. 1860. ge' 

1 sind nur 2% Druckbog'en , welche der Verfasser unter dem Titel von B< 
wrer den Inhalt prüft, wird über die Fülle erstaunen, welche In dem k 
-ängpt ist u. s. w." (Zeitschrift für Mathematik 

n, Carl, ord. Professor in Tübingen, Vorlesungen 
L n ^ ß Theorie der Ab eV sehen Integrale. Mit za 
Text gedruckten Holzschnitten und einer lith 
1. gr. 8. geh. n. 3 Tl 

B Darstellung' der Theorie der Abel'schen Integrale, durch welche di< 
iwird, deren mathematische Kenntnisse noch gering* sind. Der Student, -^ 
beiden ersten Semester einigermassen gut angewendet hat, soll durc 
gesetzt werden, in das Innere jener schwierigen und bis jetzt fast 
Theorie sofort und mit vollem Verständnis einzudringen. 

• das Dirichlet^sche Princip in seiner Anv 
Riemann'schcn Flächen, gr. 8. 1865.. geh. 

• die Haupt- und Brenn-Puncte eine 
temes. Elementare Darstellung der durch Gauss 
)rie. gr. 8. 1866. geh. 

• Theorie der Bessel^schen Functionen. 
1 zur Theorie der Kugelfunctionen. gr. 8. 1867. 
)r. 6"., de theoremate quodam circa functionc 
?eh. 

Dr. C. G. Th., Professor und Geh. Mcdicinalralh , d 
). Eine populäre Darstellung. Mit 27 stereoscopisi 
iner Beilage. Zweite durchaus neu bearbeitete Au 
: geh. 

er Verfasser hat nicht blos das Wesen des Stcrcoscopes wie des slcreo 
sondern auch die psychologischen , physikalischen und physiologische 
t. Er hat die Erklärung der Erscheinungen durch Beispiele erläutert, 
ebene Sammlung von slereoscopischcn Bildern vermehrt. Das Werk i 
Is populär im wahren Sinne des Wortes geschrieben, und es ist nicli 
em das Stereoscop zur Unterhaltung dient, sondern auch dem Psych 
logen zum Studieren, dem Lehrer als Hilfsmittel, dem Finanzmann a 
Copien vom Originale und der falschen Werthpapiere von echten anz 
[Lukas, in der „Zeitschrift für Stereoscopie". II. Jahi 

ff., Beiträge zur Theorie der Determinai 
. geh. 

George, analytische Geometrie der Keg 
besonderer Berücksichtigung der neueren Methc 
irkung des Verfassers deutsch bearbeitet von D 
dl er. Zweite umgearbeitete und verbesserte Auf 
5. geh. 

s kann das Werk in der vorliegenden Form der aufmerksamen Beach 
Mathematik empfohlen werden, welche auf möglichst einfachem Weg 
der neueren Forschungen auf dem Gebiete der analytischen Geometrie 
der Wissenschaft empfiehlt es sich, abgesehen von der vorzüglichen Ö 
;lche in der deutschen Bearbeitung durchaus nicht beeinträchtigt ist, 
grosse Menge von mehr als vierhundert grossentheils vollständig dui 
(0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik 
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reorge , V o il e s u n g e n z u r Ei n f u h r u u g i n d i § A 1 g eb r a 

inearcij Transformationen. Deutsch bearbeitet von 

ilhelm Fiedler, gr. 8. 1863. geh. n. 1 Thlr. 24 Ngr. 

deutsche Ausgrabe von Rcv. George Salmon's „Lessons inlroductory lo Ihe ino- 

dg-ebra'* Isl in einig-cn Punkten verändert, in andern erweitert und nach dem Stande 

ig-en vervollständigt worden. Der Theorie der symmetrischen Determinanten isl eine • ^-^73 

widmet, überhaupt die Detcrminantentheoric vielfach erweitert, namentlich auch die - J'-ii^ 

|iele vermehrt worden. Diese Erweiterung- steht in Verbindung mit der volländigcren • \^ •^ 

er Theorie der Jacobi'schen und derjenigen der Hesse'schen Dctci-minante , welche als 

iine Form der Behandlung;- gegeben sind, die in analytischer Beziehung unleugbare 

derjenigen hat, durch die der Grundcharacter des Originals bestimmt ist. In der 

• Resultate der Theorie für die biquadratischen ternären Formen isl auf die schönen 

m von Clebsch Bezug genommen und ein kurzer Abriss der Resultate gelben 

le die algebraische Theorie der binären und ternären Formen für die elliptischen fran- 

s Licht gebracht hat. -- Das Buch schliesst sich in seiner Bedeutung für die mathe- '. - 

dien dem vorhergehenden Weike desselben Verfassers würdig an. 

analytische Geometrie des Raumes. Deutsch be- 
it von Dr. Wilhelm Fiedler, ord. Professor der descrip- 
j!eome(ric am Polytechnicum zu Prag. 2 Theile. gr. 8. 1863. 

geh. 5 Thlr. 14 Ngr. 

nzeln: 

il: A. u. d. T.: Die Elemente der analytischen Geometrie des Kaumes 
die Theorie der Flächen zweiten Grades. Ein Lehrbuch für höhere 
errichtsanstalten. gr. 8. geh. 1 Thlr. 24 Ngr. 
il: A. u. d. T.: Analytische Geometrie der Curven im Räume und 
algebraischen Flächen, gr. 8. geh. n. 3 Thlr. 20 Ngr. 
lusgczeichnetc Begabung des Verfassers Tür die Darstellung analytisch -geomotrischer 
'n, als auch die Tüchtigkeit dos Herrn Uebersetzcrs sind so anerkannt, dass es unnöthig 
;nd etwas zur Empfehlung dos vorliegenden Werkes hinzuzufügen.** 

[Literar. Centralblatt, 1864, Nr. 38.] 

Dr. Hermänil, Herzogl. Braunschweig. Baurath, imaginäre 
it, eine Wirkung der Centrifugal- und Gyralkraft, mit 
idungen auf die Theorie des Kreisels, des rollenden Rades, 
Hytrops, des rotirenden Geschosses und des Tischrückens. 
^ in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1866. 

15 Ngr. 
. Wilhelm, Professor am Polytechnikum zu Carlsruhe, Theorie 
Bewegung und der Kräfte. Ein Lehrbuch - der 
e tischen Mechanik, mit besonderer Rücksicht auf die 
nisse technischer Hochschulen. Mit vielen in den Text 
kten Holzschnitten. 1. Lieferung, gr. Lex. -8. 1868. 

n. 28 Ngr. 

int in circa 5 Lieferungen von je 12 Druckbogen a 28 Ngr. die Lieferung und wird 
rist vollendet sein. 

allgemeine Theorie der Curven do ppelter Krüm- 
ln rein geometrischer Darstellung. Mit Holzschnitten, gr. 8. 
geh. n. 24 Ngr. 

!arl Heinrich, Professor an der polytechnischen Schule in Stuttgart, 
buch der Spinnereimechanik. Mit einem Atlas von 13 
aph. Tafeln, gr. 8. 1857. (Der Atlas quer-Folio). n. 3 Thlr. 

Lehrbuch der Spinnereimechanik beschäfligl sich vorzugsweise mit dem theoretischen 
innercifaches. Es zerfallt in vier Abtheüungen: I. Flachs- und Wersapinoer^i. 
tpinnerei. XU. SohafwcUaplimerei. IV. BewegunKsgeBetse und Beweffungsmecha- 
Le Aufwindung des Vorgarnes — und hat ebensowohl in Gewerb- und anderen tech- 
!n, als auch unter den Praktikern des Spinnereifaches allgemeine Anerkennung und 
ung gefunden. 

p Dr. K* 5^/ (Simlinocnieur, bic S^ftvumentc unb SBcrfs 
bcr l^öl^eren unb nicbcren SKeg^unft, folpic bcr ö^ome= 
äeid^enfunft, il^vcSE^eorie, ßonfhructton, ©ebraud^ unb^rüfunö. 
J6 in ben Ztxt gebrucften ^ol^fd^nitten. SSicrtc fe^r i)erbcfferte 
rme^rtc «uflagc. c^x. 8, 1861. ge^. 1 J^lr. 15 SRgr. 

Sel^rbud^ bcv gcfammten SWegfunft ober ©arftettung bcr 
i unb $rari^ bcg gclbmcffen^, SRitjeKircng unb §öl^enmcffen^, 
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rifd^cn 5lufna]^mcn ganjcr 
ft 3um ©elbjifhibium unb 
iflage. äRit 225 §olaf(f>nitt 

ischen Werke Schneitier' s entspi 
ing- in fortwährendem Steigen bes;T 
ssskunst", welches mit dem g-leicni 
und Werkseuffe der Mesaktuuit** 
dere ist der g-anze Abschnitt „Niv 
lu vollständig neu bearbeitet und da 
naue Kenntnis in unserer Zeit von 
en (Bruch- und Moorbauten, Drain- Ai 

Or. C. F., und Julius A 

on Werkzeichnunge 

len und Geräthe nebß 

Mit 42 Tafeln in gr. Royj 



Drainrohren- und Zieg-el|)re 
i Thonröhrenpresse mit mecnanisch 
n Egelis in Berlin; 3) Doppeltwirl 
n; 4) Drainröhrenpresse von J. Wil 
sse von Borie Freres in Paris; 
; 7) einfache englische Röhrenpressi 

6 Tafeln : 1) Verbesserte Flachs - Bi 
von J. Bücklers; 3) Paten tirter A 
t in Irland; 4) £. Kaemmerer's 
L 6 Tafeln: 1) Transportabler Cylin( 
lg; 2) transportables deutsches Rc 
hrotmühle mit Stahlwalzen. 1854. 
• II. Serie 1. Heft, mit 6 Tafeln: 
hneido- Maschine; 3) Bedford-Egge 
r II. Serie 2. Heft, mit 6 Tafeln: ' 
tomaine's Dampfgrabe- Maschine. 
)oppel)UeA, oder 11. Serie 3. u. 4. 
ind DampfpflUgc Englands. Von D 

5 herausgegeben von C. F. Sehne 
tler und J. Andr^e. 

r. g. 5.,unb3ttUu8 2lnbi 

n>id^tigeren lanbn>irt 
il^re Sl^cortc, ßonfltuctior 
bud^ ber lanbn3irtl^fd)aftli(^ 
Iftubium unb Untcrrid^t» 
cn. ar. 8. 1862. gc^. 

sste und vollständigste Buch über 1 
e vozüglich klaren und anschauliche 
t die vollste Anerkennung bei allen 
Iwirthschaftlichen Maschmen und G 
"Wir können nur wiederholen, das 
Empfehlung werthen Werke zi 
m ehren wertnen Berufe mit Freud« 
le gar nicht entbehren, und legen 
iffung desselben ans Herz." 

[Landwirthschaftliche Mil 

. ®., faßliche 2lnlcitu 
)cr 3llcjebra. S«ad& ©cij 
\ cntmtencn ©leid^ungcn 

r sehr klaren Darstellung der algeb 
aller in Meier Hirsch's Sammlung 
3ise zum Selbstunterricht in der Ali 

L, Handbuch der h 
von G. Wertheim. Er 



t, theoretische und prak 
er die selbstthätige Mule 
[shen übersetzt von Ems 
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[ilsse, Director der polytechnischen Schule in Dresden, 
afein (in qu.-Fol. u. Imp.-Fol.) I. Heft: Text. 
Ttafeln. gr. 4. 1862. geh. n. 4 Thlr. 

orlesungen über synthetische Geometrie. 

leorie der Kegelschnitte in elementarer Dar- 
if Grund von Universitätsvorträgen und mit Benutzung 

Manuscripte Jacob Steiner's bearbeitet von Dr. C. 
)ocent der Mathematik in' Zürich. Mit vielen Holz- 

8. 1867. geh. 1 Thlr. 20 Ngr. 

leorie der Kegelschnitte, gestützt auf projek- 
renschaften. Auf Grund von Universitätsvorträgen 
zung hinterlassener Manuscripte Jacob Steiner's bear- 
Heinrich Schröter, ordentl. Professor a. d. Univer- 
u. Mit vielen Holzschnitten, gr. 8. 1867. geh. 4 Thlr. 

Königin Preuss. Cataster - Inspector und Steuerrath, 
; des Fehlers polygonometrischer Mes- 
*ex..8. 1858. geh. 15 Ngr. 

3 Bere*chnung der Flächen - Inhalte ganz 
d aus Originalmaassen. gr. Lex. -8. 1858. geh. 

n. 20 Ngr. 

von, Ingenieur, Konigl. Sachs. Eisenbahn-Director etc., 
des Eisenbahn-Betriebes in Bezug auf die 
Iben. gr. 8. 1854. geh. 1 Thlr. 15 Ngr. 

m der Kritik einstimmig als jedem Techniker und Eisenbahnbeamten 
Verk behandelt den tecnnischen Eisenbahnbetrieb in Bezug- auf die 
^nden Hauptabtheilung-en, deren jede wiederum in eine grosse Anzahl 
It, so dass nichts unerörtert bleibt, was nur irg^end für den behandel- 
mmen kann, nämlich: 

i.e. a. Oberbau, b. Unterbau, c. Bahnbewachung-, d. die Stationen, 
«l. a. Locomotiven. b. Personenwagen, c. Güterwag-en. III. Be- 
Iffnale. V. VI. BöawiUiffkeit. Unregelmässiffkeit, atmoaphärisohe Ein- 
Asseouranzen. Schlusswort. 

hfreie Verbrennung der Steinkohle, mit 
icht auf C. J. Dum^ry's Erfindung. Mit 3 lith. 
1859. geh. 18 Ngr. 

• Dumery's ist ein lang-e ang-estrebtes Ziel, wenn auch vielleicht nicht 
läher g-erückt, als durch alle früheren Bemühung-en. Die vorliegende 
ry'schen Vorkehrungen zur rauchfreien Verbrennung der Steinkohlen 
letaillierte Zeichnungen anschaulich. 

ensversicherung der Eisenbahn-Passa- 
adung mit der Unterstützung und Pensionirung 
Beamten und ihrer Angehörigen, gr. 8. 1855. geh. 

12 Ngr. 

aach, mit welchen Mitteln die Eisenbahn -Verwaltungen ohne fühlbaren 
\i von der Sorge um die Beschaffung der Geldmittel für die Pensionie- 
r Beamten, diese selbst aber von der schweren Last der Beisteuer zu 
efreien können. 

hrdungen des Personals beim Maschinen- 
der Eisenbahnen. Eine Denkschrift, gr. 8. 1862» 

12 Ngr. 

;t speciell dem Wohle der Eisenbahn -Beamten und Arbeiter gewidmet, 
lg gestützten Vorschläge des rühmlichst bekannten Verfassers haben 
itigiing gefunden. ^ 

.an, Professor an der Polytechnischen Schule za Carls- 
>lecke und Vielflache. [Vni u. 31 S. mit 
m Tafeln.] gr. 4. geh. 24 Ngr. 
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Dr. Benjamin, Grundlinien der neuere 
äonderer Berücksichtigung der metrischen ^ 
en von Punkten in einer Graden und einer 
xt gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1857. g 

ende Grundlinien der neueren Geometrie sind für den ersten 
thematik bestimmt und die g^anz elementare Entwickehing' de» verousMuiunf uurue 
P^Heo die Lehrer der Geometrie veranlassen, einig-e Partien oder Satz« der neaeren 
ibW ^eUher üblichen Unterrichtscursus mit aufzunenmen. — Dass das Buch als eine 
r^M^rung-^der mathematischen Literatur angesehen werden muss, hat Herr Prof. 
^r VI) Gt>tna in einer ausführlichen ßeurlheilung in der ,, Kritischen Zeitschriil für 
i und*Mathema\ik*' Heft III, S. 258 if. nachgewiesen. 

Dr. Adbipll, Director der Provinzialgewerbeschule zu Aachen, 
uch der Experimentalphysik mit theilweiser Be- 
5 von Jamin^s cours de physique de Tdcole polytechnique. 
•ände in vier Abtheilungen. Mit vielen in den Text ge- 
n Holzschnitten und zwei Tafeln in lithographischem Farben - 
Zweiteunveränd. Auflage, gr. 8. 1866. geh. n. llThlr. 20Ngr. 
azeln : 

es 1. Abth. Mechanik und Aknstik. n. 2 Thlr. 16 Ngr. 
2. Abth. ^tik. n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

1. Abth. wärmelelire. n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

2. Abth. Die Lehre vom Magnetisnins nnd der Electricität. 

n. 4 Thlr. 10 Ngr. 
senschafllichen Vorzüge dieses neuen ^ eleg-ant ausgestatteten Lehrbuchs der Physik 
[ritik einstimmig- anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe gestellt, einer 



kalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, andererseits denjenigen, 
das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen, als Vorschule zu dienen, 
hne den ersten Zweck ausser Acht zu lassen, die zweite wissenschaftliche Aufgabe 



;-efasst, als dies von den verbreitetsten Lehrbüchern der Physik bis jetzt geschehen ist 
'lagshandlung freut sich, ein Urtheil des Herrn Professor J o 1 1 y in MUnchen beifügen 
eher sich fo^endermassen über das Buch ausspricht: 

ehrbuch der Physik von Wüllner ist eine sehr gelungene Arbeit, die sich, obschon 
ratur nicht an guten Lehrbüchern fehlt, dennoch rasch Bahn brechen wird. Im ein- 
der Mechanik schliesst sich Wüllner noch vielfach an das Lehrbuch von Jamin 
geht aber der Verfasser zu einer ^anz selbstständigen Arbeit über, in welcher das 
am in nur soweit benutzt ist, als in demselben die Arbeiten französischer Physiker, 
sführlichkeit vorgetragen sind. Wüllner 's Lehrbuch hat zunächst vor dem fran- 
e schon den Vorzug, dass in grosser Vollständifi^keit auch die Arbeiten nicht fran 
ler Berücksichtigung gefunden nahen. Es hat aber zugleich in der Litteratur der 
n entscheidenden Vorzug dadurch , dass jedem Abschnitte und jedem Kapitel in kri- 
1 und Beleuchtung die Originalarbeiten, auf welche die Untersuchung sich stützt, 
»en sind. Der in die Wissenschaft neu Eintretende wird hierdurch mit der laufenden 
mt, er findet zugleich die Quellen angegeben, zu denen er zurückzugehen hat, wenn 
itenden Studium der Forschung sich widmen will. Beschränkt sicn der Verfasser 
n Gebrauch der Elementarmathematik , so sind doch zugleich überall die We?e be- 
m Verständnis der analytischen Behandlung führen , und die den Anfänger befänigen, 
räche der höheren Mathematik sich angeeignet hat, mit Leichtigkeit den betreffenden 
n Arbeiten zu folgen. Wäre der Ausdruck „eine literarische Erschei- 
iige ein längst gefühltes Bedürfniss" nicht allzusehr verbraucht, 
1 ihn über das Werk von Wüllner mit vollster Ueberzeugung ge- 

Jolly. 

Einleitung in die Dioptrik des Auges. Mit 19 Fi- 
n Holzschnitt, gr. 8. 1866. geh. 24 Ngr. 

für Mathematik und Physik, herausgegeben unter 
antwortliehen Redaction von Dr. O. Schlömilch, Dr. B. 
chel, Dr. M. Cantor und Dr. E. Kahl. I— XII. Jahrgang 
1867, 6 Hefte jährlich, gr. 8. geh. ä Jahrgang n. 5 Thlr. 
Jahrgang, herausgegeben vonO. Schlömilch und B. Witzschel. 

» ^ » denselben und M. Cantor. 

> » » 0. Schlömilch, E. Kahl und M. 

Cantor. 

r. KarlEd«, die Copirtelegraphen, die Typendruck- 

aphen und die Doppeltelegraphie. Ein Beitrag zur 

lite der elektrischen Telegraphie. Mit 110 Holzschnitten. 

1865. geh. n. 1 Thlr. 26 Ngr. 



Druck von B. G. Teubner in Leipzig 
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